Zadanie 1

n+2
Zad. 1. (0-2pkt) Obli ice i %
(0-2pkt) Oblicz granice lim in3-4n+7

Uproszczenie licznika (symbol Newtona):

n+ n+ n+ (n+2)(n+1)n
(n—i) = ((n+2)—(2n—1)) = ( 32) = - 6

Wiec licznik to wielomian stopnia 3 ze wsp. wiodgcym %.

Metoda | - dzielenie licznika i mianownika przez n3

2)(n+1
i i _ %(1n +2)(n+1n ¢ (1; %)4(1 +7%) 1

sn3—4n+7 sn3—4n+7 sS—mta -
Licznik dgzy do % -1-1= %, mianownik do % Granica: -3

Metoda Il - stosunek wspdtczynnikdw wiodgcych

Obie wielokrotnosci sq stopnia 3. Dla ilorazu wielomiandw tego samego stopnia: granica = stosunek

wspétczynnikéw przy n.

n+2)(n+1)n

Licznik: (2000 - \wep, wiodqcy 2.

Mianownik: wsp. wiodgcy 1.

Granica: 6 _1
"12 3
Metoda Il - rozwiniecie wielomianowe

Licznik: (n + 2)(n + 1)n = n3 + 3n2 + 2n, czyli E—ls(n3 +3n2 + 2n).

nd+in2+in 5
2 3 Dzielimy przez n3:

. 1
Odp: lim = 3



Zadanie 2

Zad. 2. (0-3pkt) Losujemy bez zwracania 8 liczb ze {1, 2, ..., 8}, ustawiamy w cigg. Prawdopodobieristwo,

ze iloczyn kazdych trzech kolejnych wyrazéw dzieli sie przez 3.

Wsréd {1, ..., 8} wielokrotnosci 3: {3, 6} - sq 2 sztuki. Pozostate (6 liczb) - nie-wielokrotnosci 3.
Q| = 8! =40320.

Warunek: kazde okno 3 kolejnych wyrazéw (jest ich 6: pozycje {1, 2,3},{2, 3,4}, ..., {6, 7, 8}) zawiera co
najmniej jedng wielokrotnos¢ 3.

Oznaczmy pozycje wielokrotnosci 3 jako p; < pa.

Metoda | - bezposrednie zliczanie par (p1, p2)

Warunki konieczne:

e Pierwsze okno {1, 2, 3} zawiera wielokrotnos¢ — p; < 3.

e Ostatnie okno {6,7,8} — p2 2 6.

e Miedzy dwiema wielokrotnosciami nie moze by¢ = 3 pozycji bez wielokrotnosci — p, — p1 < 3.
Liczymy pary (p1,p2) zp1 € {1,2,3}, p2 €{6,7,8}, p2 —p1 < 3:

e p1 =1:py <4 -sprzecznosé z p, =2 6.0 par.

e p; =2:pz <5 - sprzecznosd. 0 par.

e p; = 3:p2 £6, czyli pz =6.*1 para: (3,6).**

Liczba sprzyjajgcych ustawien: wybdr, ktéra wielokrotnosc idzie na poz. 3 a ktéra na 6: 2! sposobdw;

pozostate 6 liczb na pozostate 6 pozycji: 6! sposobdw. tgcznie: 2! - 6! =2 - 720 = 1440.

1440 1440 1
PN = =g~ = 20320 ~ 28"

Metoda Il - przez sekwencje pozycji (kombinatoryka)

Losowy cigg = wybor (g’) = 28 pozyciji dla wielokrotnosci 3 (sg réwnoprawdopodobne), pomnozone przez

2! 6! permutacji wewnetrznych. Te same 2! - 6! wystgpi w |Q]| = 8, wiec:

P(A) = liczba sprzyjcquych par pozycji _ 2_l8 (z Metody ).

()

Metoda Il - kontrolne sprawdzenie wszystkich par

Tabela: dla kazdej z (g) = 28 par sprawdz, czy spetnia warunek. Pary z p, —p1 < 3, p1 < 3, p2 2 6: tylko (3, 6)
1

**

ﬁ-



Zadanie 3
1. 1 _x y
Zad. 3. (0-3pkt) Wykaz: - + <y

Metoda | - sprowadzenie do kwadratu
Mnozymy obie strony przez x?y? > 0:
xy? +x%y £x3 +y3, czylix® +y® - x%y - xy? 2 0.
Grupowanie: x*(x —y) = y?(x —y) = (x = y)(x* = y?) = (x = y) (x = Y) (x + ¥) = (x = y)*(x +Y).
Poniewaz (x —-y)220ix+y >0, iloczyn jest 2 0. CKD.

Réwnos¢ < x =y.

Metoda Il - nieréwnosé miedzy srednimi (AM-GM)

Dlaa,b>0:a+b=2vab.

. 1 1 x+y
Zapiszmy lewq strone: ” + y = Xy
37,3 2 2
X LY Xyt (X+Y)(XT Xy +y°)
Prawq strone: )7 + vl ngz = ) 2y? .
Nieréwnosé: 22 < X* V) —xy +y ).
Xy x2y?

. . x? —xy +y? .
Dzielimy obie strony przez 5 > 0: 1 < — czylixy Sx? —xy +y%, 0 x? - 2xy +y? = (x - y)2. vV
CKD.

Metoda Il - przeksztatcenie tozsamosciowe na réznice

op= (1 oY) (lox oy yx oy (LAo2
Rozwaz L P—(X x2>+(y yz)_ 2 + V2 = (x y)(x2 yz)'

1 1 y?-x? =Xy +x)

x2 y2_ X2y2 - X2y2

- _ =X +x __(x=y)*(x+y) -
WiecL-P =(x-y)- X2y2 =- X2y? <0,czyliL<P.| CKD.




Zadanie 4

Zad. 4. (0-3pkt) Kwadrat ABCD o boku a. K - érodek AB, L - $rodek BC. M na BC takie ze DK L KM.
Odcinek AL przecina DK w P, a DM w Q. Wykaz |PQ| =

Metoda | - uktad wspétrzednych

Ustawiamy: A = (0,0), B = (0,0), C = (0,0),D =(0,0),K=(5,0),L=(a,§

Wyznaczenie M: DK = (2,-a). M = (a,m), KM = ($,m). ZDK L KM: £ —am=0=m =, czyliM = (a, 9).
Proste:

e AL: przez (0,0) i (a,9), réwnaniey = §

e DK: przez (0,0)i(5,0),y = -2x +a.

e DM: przez (0,q) i (a, §), kierunek (1,—%), y = —%x+ a.

Punkty przeciecia:
eP=ALNDK:¥=-2x+a=>F =a=x=2 y=9P=(29).
eQ=ALNDM: % = 3X+a:5x—o:>x—% y=22,Q= (% %)

IPQI=/(2)2+(2)2 =/ % = —CKD

| Metoda Il - podobieristwo tréjkgtow

W AABK (prostokgtny w B): IAK| = £, 1AB| = a, wiec IALI2 = a? + & = 3 |AL| = 943,

Podobnie |DK| = y/a2 + & = 0_\2/3

W ABKD (prostokatny w B): IBK| = £, |BD| = av/2, ale lepiej: ADAK = AABL (przyprostokgtne £,0), wiec
AL L DK.

— P to spodek wysokosci w ADAK z A na DK.
IADI-|AKI a-§ o avb

ADAK A:|AP| = _ -9 _av>
W prostokgtnym w A: [AP| IDK| # NG 3

Dla Q: |AL| = WIQC trzeba znalez¢ |AQI.

= (a, %), DM ma kierunek (4, -3) (po przeskalowaniu). AL ma kierunek (2, 1). lloczyn skalarny = 8 - 3 =
5 £/0 - nie sq prostopadte.

Liczymy |AQI z proporcji: Q = (42, 4%) — |AQ| = ,/% = 2%
IPQI = IAQI - IAP| = 225 _ a5 = a¥5 CKD,

&

Metoda Il - wektory

Niech = AB,v=AD, |t =V|=q,0d-V=0.
AK =10, AL=0+ 3V, AD = V.

P na AL: AP = t(l + V). P na DK: DP = s(AK — AD) = s(1d - V), czyli AP =V + s(10 - V) = ST + (1 - s)V.
Poréwnujemy: t= 5, £ = 1-s.Z drugiego t = 2 - 2s, podstawiamy: 2 -2s =5 = 4-4s=s=>s= %,t: %
AP = ZAL, wiec |AP | = 2|AL = 2 - 9B = o5

feomie Al 4 4 5 _2 \/E
Analogicznie AQ = g L IAQI = £ - 152 = 492,

IPQI = IAQI - |AP| = 25| CKD.



Zadanie 5

Zad. 5. (0-4pkt) 12x — 6] - Ix2 - 9] < 0.

Zauwazmy: |2x - 6] = 2|x - 3| oraz [x?> = 9| = [x - 3| - Ix + 3I.

Nierownosé: 2|x — 3] < |x = 3] - [x + 3.

Metoda | - dzielenie przez |x — 3|

e Przypadek x = 3: 0 < O - fatsz. x = 3 nie jest rozwigzaniem.
e Przypadek x = 3 (czyli Ix — 3] > 0): dzielimy obie strony przez |x — 3I:
2<|x+3] & x+3>2VXx+3<-2 & x>-1vx<-5h

tgczgczx =13: X € (=, =5) U (-1, 3) U (3, +=).

Metoda Il - analiza przypadkéw po znaku wyrazen

Punkty zerowania modutéw: x = 3, -3. Przedziaty: (-, -3], (-3, 3), [3, +=).

A.x23:2x-6]=2x-6, x> -9 =x%-9.
(2x-6)-(x*-9)<0=-x>+2x+3<0=2x%x?>-2x-3>0= (x-3)(x+ 1) > 0.

Dla x = 3 obie nawiasy 2 0, iloczyn > 0 < x > 3. Rozw.: (3, +).

B.-3<x<3:|2x-6]=6-2x, [x2-9] =9 - x2.

6-2X)-(9-x?)<0=>x>-2x-3<0=(x-3)(x+1) <0, czyli -1 < x < 3. Zwarunkiem -3 < x < 3: (-1, 3).
C.x<-3:12x-6] =6 -2x, x> -9 =x? - 9.
6-2X)-(x2-9)<0=>-x2-2x+15<0=>x2+2x-15>0= (x+5)(x-3) > 0.

Dla x < =3 czynnik (x — 3) < 0, wiec potrzeba (x + 5) < 0, czyli x < =5. Rozw.: (-==, -5).

Suma: (-, -5) U (-1,3) U (3, +=).

Metoda Il - graficzna

Narysuj f(x) = 12x — 6] i g(x) = Ix% = 9|. Szukamy x z f(x) < g(x).

f - dwie pdtproste z wierzchotkiem (3, 0), nachylenie +2.

g - parabola y = x? — 9 "odbita" do géry miedzy x = -3 a x = 3.

Miejsca przeciecia f = g: z analizy w Metodzie Il to x = =5, x = -1, x = 3 (potrdjne miejsce zerowania w tym
punkcie).

Sprawdzamy znak f — g w punktach testowych: x =-10:f -g=26-91<0V;x=-4:f-g=14-7>0;
x=0:f-g=6-9<0V;x=5:f-g=4-16<0V.

ROZW.: X € (=, -5) U (=1, 3) U (3, +).

Odp: x € (—=,-5) U (-1, 3) U (3, +)



Zadanie 6

Zad. 6. (0-4pkt) Cigg arytm. (ap), a1 = 1, ay = —=2025, liczba wyrazéw N > 6. Wyrazy a5, as, dg tworzg
cigg geometryczny.

Wyznaczyd Sy.

Metoda | - bezposrednie wyznaczenie réznicy

az=1+r,a3=1+2r,a6 =1+b5r.

Warunek geom.: a3 = a; - ag, czyli (1 +2r)? = (1 +r)(1 + 5r).
1+4r+4rP=1+6r+5r2=r2+2r=0=r(r+2) =0.

e r = 0: cigg staty, ay = 1 5 -2025. Odpada.

er=-2any=1+(N-1)-(-2) =-2025=2(N -1) =2026 = N = 1014. Warunek N > 6 V.
N(ap+an)  1014-(1-2025) 1014-(-2024)

Suma: Sy = > > >

=507 - (-2024) =-1026 168.

| Metoda Il - przez iloraz ciggu geometrycznego

az  1+2r L, . Qg 1/? . . .
lloraz: q = 0—2 = o7 (przy 1 +r £0). Rdwniez q = 0—3 ... lepiej: w ciggu geom. trzy wyrazy sq w postepie

geom., wiec kwadrat srodkowego = iloczyn skrajnych. To prowadzi do tego samego réwnania co Metoda I.

| Metoda lll - suma jako wartos$¢ ciggu (alt. wzér)

N(2a; + (N - 1)r) _ 1014(2+1013- (-2)) _
2 2

Po wyznaczeniur = -2 i N = 1014 mozna tez uzyd: Sy =

101422 2020) _ 1014 L2029 _ 1 026 168,

Odp:r=-2,N = 1014, Sy = -1026 168.



Zadanie 7

Zad. 7. (0-4pkt) sin(6x) - 2sin(2x) = 0.

Metoda | - przez wzdr na sin(3a)

Podstawienie a = 2x: sin(3a) = 3sina - 4 sin® a.

sin 6x = 3 sin 2x — 4 sin 2x.

Réwnanie: 3sin 2x — 4 sin® 2x — 2 sin 2x = 0 = sin 2x — 4 sin> 2x = 0 = sin 2x - (1- 4 sin? 2x) = 0.
(@) sin2x=0=2x=km=>x= 4 keZ

(b) sin? 2x = 1 = sin2x = +3.

sin2x = 3: 2x = T + 2k lub 2x = 3¢ + 2k, czyli x = % + ki lub x = 3T + k.

in2x =—l:x=_I _ _5m
sin 2x = SiX= 12+k1TIubx 12+k1T.

Metoda Il - suma na iloczyn

sin 6x — 2 sin 2x = 0. Skorzystaj z sin 6x = sin(4x + 2x) = sin 4x cos 2X + cos 4x sin 2x.

Lub: sin 6x = 2 sin 3x cos 3x oraz sin 3x = sin(2x + x). Prowadzi to do bardziej zmudnych obliczen.
Lepiej: sin 6x — sin 2x = 2 cos 4x sin 2X, wiec sin 6x — 2 sin 2x = (sin 6X — sin 2x) — sin 2x = 2 cos 4x sin 2x —
sin 2x = sin 2x(2 cos 4x — 1).

Réwnanie sin 2x(2 cos4x — 1) = 0.

(@) sin2x = 0:x = 4.

= 1. —4I = 40 4 kT
(b) cos4x = 5:4x==Z +2km = x == + <L

ktr

c4 T4 ok iiq si igai: L LI = Im —_5m _a
Uwaga: 75 + <F rozwija sie na 4 ciqgi: 15 + ki, 75 + J + ki = 5 + ki (= =27 + km), -5 + kT,

20 + k1. Zgodne z Metodq .

_m, T -
12+2+k1'r

Metoda Il - przez sin 6x = 2 sin 3x cos 3x

2sin3xcos 3x — 2sin2x = 0 = sin 3x cos 3x = sin 2x.

Metoda mniej elegancka - prowadzi do réwnania sin 6x = 2 sin 2x, czyli tego samego problemu.

Odp: x € {4, + I + kmr, +32 + km : k € Z}.



Zadanie 8

Zad. 8. (0-4pkt) Ostrostup praw. tréjkgtny ABCS, podstawa réwnoboczna, dtugosé okregu opisanego na
ABC to 6+/21, cos £BSC = 2.
Wyznacz bok podstawy a i cosinus kgta miedzy scianami SAC i SBC.

Krok 1: bok podstawy
Obwiéd okregu 2TR = 6v/21 = R = 3v/2.

ﬁ,wiec0=R\/§=3\/j'\/§=3\/€-

Dla tréjkgta réwnobocznego R = 3

**Krok 2: krawedz boczna b = [SA| = |SB| = |SC|**
W ASBC: IBC| =a =36, |SB| =|SC| = b, cos 2BSC = g.

Tw. cosinuséw: a? = 2b?(1 - cos £BSC).
54=20b2. 4 =8 52486 - 243 |- 95

Krok 3: kgt dwuscienny - METODY

| Metoda | - przez wysokosci scian

Niech T - rzut prostopadty B na SC (i symetrycznie A na SC, ten sam punkt z symetrii). Wtedy £ATB = ¢ to
szukany kqt dwuscienny.

Wysokosé ASBC zB: h = ZESCBC.

[
i 2
sinzBSC =4/1- %8 = \/%: 214
Pssc = 5b?sin2BSC = 5 - 282 2V14 _ 2714

9 T -

h= 2-27y/14/4  27y14/2 2714 314 oY)
ov3R2 932 93  v3 T

W AATB (z symetrii): |AT| = |BT| = /42, |AB| = a = 31/6.

Tw. cosinuséw: 54 =2 - 42(1-cos@) = 1 - cos@ = g4 = & = COs @ = .

Metoda Il - uktad wspdtrzednych
ABC réwnoboczny w ptaszczyznie z = 0, srodek ciezkosci w O = (0,0, 0).
A =(R,0,0) = (3v/2,0,0), pozostate wierzchotki B, C obracajgc o 120°.
Wysoko$¢ H ostrostupa: H? = b2 - R? = 283 - 18 = 171,
S =(0,0,H).

Wektory normalne do $cian SAC i SBC — iloczyn skalarny — cos ¢. Po obliczeniu daje cos @ = %.

Metoda Il - przez kgt nachylenia sciany do podstawy

Niech M - srodek BC, N - srodek AC. Kat nachylenia sciany SBC do podstawy: w ASOM, gdzie |IOM| =
av3 _ V6v3 _ VI8 _ 342

6 2 2 2
Kombinujgc katy nachylen scian sgsiednich uzyskujemy ten sam wynik cos ¢ = 1521 (rachunek dtuzszy niz

Metoda I).



Odp: a =3v6, cos @ = 2.



Zadanie 9

Zad. 9. (0-5pkt) A =(1,-1), B = (4,0). AABC réwnoramienny (ICA| = |CBJ), jedno z ramion na prostej x +

2y -4 =0.M na AC z |AM| : IMC| = 1: 4. Wyznacz réwnanie okregu o srodku M przechodzgcego przez C.

**Krok 1: ktére ramie lezy na prostej I**
Sprawdzamy punkty: A: 1 +2(-1)-4=-5=50.B:4+0-4=0V.

Wiec B € |, a ramieniem na | jest odcinek BC (zawiera B). Stgd C € I.

**Krok 2: wyznaczenie C**

Metoda | - parametr na proste;j |

[ :x=4-2y.Punkt C = (4 - 2t,t) dla pewnego t.

ICAIZ = (4-2t—1)2+(t+1)2= (3-2t)2 + (t+1)2 = 9 — 12t + 42 + 12 + 2t + 1 = 5t2 - 10t + 10.

ICBI2 = (4 -2t —4)2 +12 = 412 + 12 = 5t2,
ZICAI?=|CB|%5t2-10t+10=5t2 =t = 1.
C=(21).

Metoda Il - symetralna AB

C lezy na symetralnej AB (bo [CA| = |CBJ) oraz na .

Srodek AB: S = (5,-1). AB = (3,1), wiec symetralnas: 3(x - 2) + 1(y + 1) = 0, czyli 3x +y = 7.

Przeciecie lis:x+2y =4i3x+y =7.Zdrugiegoy =7 - 3%, podstaw: X+ 14 -6x =4 = -bx =-10 = x = 2,

y=1.C=(21).

**Krok 3: wyznaczenie M**
Ma |AM] : IMC| =1: 4. M dzieli AC w stosunku 1 : 4 od A.
M=A+ %(C -A)=(1,-1)+ %(1,2) = (%,—%).

Krok 4: promien

r=IMC| = 2IACI.IAC| = v12+22 = /5.

r:MS rzzwzﬁ
57 25 5°



Zadanie 10

Zad. 10. (0-5pkt) f(x) = m?x? - 2mx — m + 1, m = 0. Wyznacz m, dla ktérych f ma dwa rézne miejsca

zerowe X, X € (-2,2).

Metoda | - trzy warunki (delta, wartosci na koricach, wierzchotek)

Dla a = m2 > 0 parabola otwarta w godre.
Trzy warunki:
W1:A> 0.
A =4m? — 4m?(-m + 1) = 4m? + 4m3 - 4m? = 4m?.
A>0 & m*>0 @ m>0.
W2: f(=2) > 0if(2) > 0.
f(-2)=4m?+4m-m+1=4m?+3m+1.A, =9- 16 =-7 <0, a wsp. wiodgcy 4 > 0 — f(-2) > 0 dla
kazdegom V.
f2)=4m2-4m-m+1=4m2-5m+1=(4m-1)(m-1).
f2)>0 m<%Vm>1.

. -2m 1
W3: wierzchotek xw € (-2,2). xw = —5— = —.

2m m

-2<1<2Dlam>0:12>0>-2v;1<2 & m>1.
**Czesc wspdlna (z m > 0):**
em>1

om<%|ubm>1

Czesé wspdlna: m > 1.

Metoda Il - wzory Viete'a

2 -m+1 1-
qum>0(zA>O):x1+x2=—n;=—,x1x2= m = m
m m m

Warunki =2 < x; < Xp < 2 réwnowazne:
o (X1 +2)(x2+2)>0i (x1 —2)(x2 —2) >0 (oba pierwiastki po tej samej stronie +2)

o -2 < X122 <2 (Srodek miedzy -2 a 2).
_1-m+4m+4m?  4m?+3m+1

(X1 +2) (X2 +2) = X2+ 2(x1 +X) + 4= LR+ L 14 > — >0 (4m2 +3m+
1> 0 zawsze) V.
1-m 4 1-m-4m+4m?  4m?-5m+1
(X1 = 2) (%2 — 2) = XX — 2(x1 + X2) + 4 = mzm_ﬁ”lz m m;“* m . 2m m2m+ =
(4m - 1)(m - 1)
m2 '

Warunek>0 & (4m-1)(m-1)>0 & m<ivm>1.
Srodek: L € (-2,2).Zm>0:m > 1.
Dotgczamy A > 0: m > 0.

Czesé wspdlna: m > 1.

Odp: m € (1, +)



Zadanie 11

Zad. 11. (0-6pkt) Czworokagt ABCD: wpisany w okrag (cykliczny) i opisany na okregu (styczny). |IAB| =9,
|AD]| = 10, BAD = 60°. Oblicz IBC], ICDI i pole Pagcp-

**Krok 1: kgt £BCD i twierdzenie Pitota**
Wohisany: £BAD + «BCD = 180° = «BCD = 120°.
Opisany (tw. Pitota): IAB| + |CD| = |[AD| + |IBC| = 9+ |CD| = 10+ |BC| = |[CD| - |IBC| = 1.

**Krok 2: przekgtna BD**
Z AABD (tw. cosinuséw):
IBD|?=81+100-2-9-10-cos60°=181-90 = 91.

**Krok 3: znalezienie |BC|, |CD| - METODY**

Metoda | - tw. cosinuséw w ABCD

Oznaczmy IBC| =p, ICD| =p + 1.

W ABCD z «£BCD = 120°:

IBDI? =p?+(p+1)?-2p(p+1)cos120°=p? + (p+ 1)2 +p(p + 1)
=p?+p?+2p+1+p?+p=3p°+3p+1
91=3p?+3p+1=3p2+3p-90=0=p?+p-30=0.

-1++1+120 -1+11
2 2

p: 25.

Wiec |IBC| =5, |CD| =6.

Metoda Il - tw. Ptolemeusza

Dla czworokgta cyklicznego: |AC| - IBD| = |AB| - ICD| + |AD| - IBC| =9(p + 1) + 10p = 19p + 9.
Potrzeba |AC| - obliczamy z AABC lub AACD, ale w obu brakuje danych - droga dtuzsza niz Metoda I.

Krok 4: pole - METODY

| Metoda | - suma dwdch tréjkgtéow

P=PAABD+PABCD=%‘9'10‘Sin60°+%‘5-6'Sin120°
=45. 83 +15. 38 =30/3.

| Metoda Il - wzér dla czworokgta cyklicznego (Brahmagupta)

P =+/(s-a)(s-b)(s—c)(s—d), gdzie s = abicd,
a=9b=5c=6,d=10,s=15.
P=./(15-9)(15-5)(15-6)(15 - 10) = /6 10- 95 = y/2700 = 30v/3 .




Metoda Il - wzér dla czworokgta stycznego

P =r-s, gdzier - promien okregu wpisanego, s - pétobwdd = 15.
Z Metody I/Il P = 30+/3, wiec r = 24/3 (jako warto$¢ dodatkowa).

Odp: IBC| = 5, ICD| = 6, Pagcp = 30V/3



Zadanie 12.1

3

Llfi dla tréjkgta rownoram. o podstawie x z wpisanym kotem r = 2.

Zad. 12.1. (0-3pkt) Wykaz P (x) = o

Metoda | - wzérr=P/s

Niech h - wysokos¢ tréjkata z wierzchotka na podstawe, b - dtugosc ramienia.

2
Z Pitagorasa: b? = h? + <§> .
Pole: P = ﬁ Péfobwéd: s = 2 Zb.
2 2
Wzdr na promien okregu wpisanego: r =

xh-2x  x(h-2)

P xh/2  xh _o
s (x+2b)/2  x+2b

xh=2x+4b=>b=

x2(h—2)A2_hz+x_2
16 4

Mnoze przez 16: x?(h — 2)2 = 16h? + 4x? = x2[(h - 2)2 - 4] = 16h?2.
(h-22-4=(-2-2)(h-2+2)=h(h-4).

Podstaw do Pitagorasa:

2
x?h(h—4) = 16h? = x?(h-4) = 16h = h(x> - 16) =4x> = h = 24X

x?2-16"
xh x  4x2 2x3
P====- = . .
Pole 7 "2 x@-16  x2-16 °KP

Metoda Il - stycznosé do ramienia

Umieszczamy tréjkqt: wierzchotek gtéwny w (0, h), podstawa od (-, 0) do (%, 0). Srodek kota wpisanego:
(0,r) = (0, 2) (na osi symetrii).

X-0 _Y-h czyli —hX/(%) =Y -h, co

Prosta zawierajgca prawe ramig: od (0, h) do (%, 0). Postac ogdina: ¥7-0_0-h

daje: hX + %Y =X, czyli 2hX + xY —xh = 0.
Odlegtosé od (0, 2) do tej prostej =r = 2:

[2h- 0 +x-2-xh| DU [2x —xh|
VAT X2 VAT 2

Dla h > 2 licznik = x(h - 2). Podnosimy do kwadratu: x?(h - 2)? = 4(4h? + x?).
x?(h = 2)%2 - 4x? = 16h? = x?[(h - 2)? - 4] = 16h? - jak w Metodzie |, dalej tak samo. CKD.

Metoda Ill - geometria okregu wpisanego (potowa kgtal)

Niech a - potowa kqgta przy wierzchotku gtéwnym. Wtedy: tana = X2

h
2
W A stworzonym przez wierzchotek, srodek okregu i punkt stycznosci z ramieniem: sina = ﬁ =t
2 2 2 h-2
Zsina = % gdzie b to ramie: % “h=o wiec b = a 7 ). Dalej jok Metoda I.| CKD.



Zadanie 12.2

2x3

Zad. 12.2. (0-4pkt) P (x) = Z_16"

X € (4, 10]. Wyznacz x minimalizujgce pole.

Metoda | - pochodna (iloraz)

_6x%(x?-16) - 2x3 - 2x  6x*-96x% -4x*  2x*-96x?  2x?(x2 -48)

- (X2~ 16)2 ST X-16)2 | (x2-16)2  (x2-16)2
W dziedzinie x € (4, 10]: 2x? > 0, (x* — 16)? > 0, wiec znak P’ zalezy od (x? - 48).
x2 — 48 = 0 = x = 4+/3 (dodatni). 44/3 =6,93 € (4, 10] V.

Dla x € (4,4+/3): P' < 0 (malejgca).

Dla x € (44/3,10]: P' > 0 (rosnqca).

Minimum w x = 4+/3.
_ 2(4v3)® 2-64-3V3  384V3
P(4v3) = (4v3)2-16  48-16 32

P'(x)

=123

Metoda Il - pochodna (zlogarytmowana)

NP (x)=In2+3Inx-In(x? - 16).

P(x 3 2x _3(x2—16)—2x2 . x?-48

PX) x x2-16  x(x2-16)  x(x2-16)°

Znak P’ taki sam jak znak (x? — 48) na (4, 10] (mianowniki dodatnie). Minimum w x = 4+/3.

Metoda Il - przeksztatcenie do funkgji tatwiejszej

ax®  4add
x2-16)2 (u-16)2"

Niech u = x2, u € (16, 100]. Wtedy P2(x) =
u3
(u-16)2
o 3uu-16)2-u3 - 2(u-16) _ u(u- 16)[3(u- 16) - 2u] _ u2(u- 48)
g = u-16)% - u-16)% T u-167

g'(u) = 0 dla u = 48, czyli x = /48 = 44/3. Wynik identyczny.

Minimalizujemy g(u) =

Odp: x = 4v/3 m, Ppin = 124/3 m2= 20,78 m2,



Skrét klucza odpowiedzi

Kluczowe wyniki (12 zadan otwartych)

1. lim = -

3. (x-y)%(x+y) 20— CKD

5.X € (=%, =5) U (=1,3) U (3, +x)

11.|BC|=5,|CD|=6,P =30v3

12.2.x = 4v/3 m, Py = 12v/3 m2

4.1PQ = 2 _, ckD

6.r=-2,N =1014,S =-1026168

8.0=3V6,cos¢9 =7

10. m € (1, +=)

12.1.h= 2 P = 2, CKD

matematyzm.pl



