Rodzaj dokumentu: Zasady oceniania rozwiazan zadan

Egzamin: Egzamin maturalny

Przedmiot: Matematyka

Poziom: Poziom rozszerzony

Uwagi:

1. Akceptowane sa wszystkie rozwigzania merytorycznie poprawne i spetniajace warunki zadania.

2. Jezeli zdajacy, rozwigzujac zadanie otwarte, popelni bigdy rachunkowe, ktére na zadnym etapie
rozwigzania nie upraszczajg i nie zmieniaja danego zagadnienia, lecz stosuje poprawng metode i kon-
sekwentnie do popelnionych btedéw rachunkowych rozwigzuje zadanie, to moze otrzymac co najwyzej
(n — 1) punktéw (gdzie n jest maksymalng mozliwa do uzyskania liczbg punktéw za dane zadanie).
Wymagania egzaminacyjne w 2023 i 2024 r.:

https:/link.operon.pl/uk

Zadanie 1. (0-2)

Wymagania ogolne Wymagania szczegélowe

ITI. Wykorzystanie i interpretowanie reprezen- Zdajacy:

tacji. 1.9) stosuje zwiazek logarytmowania z potggowa-
1. Stosowanie obiektow matematycznych i opero- | niem, postuguje si¢ wzorami na logarytm iloczy-
wanie nimi, interpretowanie poj¢¢ matematycz- | nu, logarytm ilorazu i logarytm potegi;

nych. I.R1) stosuje wzor na zamiang podstawy logaryt-
I. Sprawnos$¢ rachunkowa. mu.

Wykonywanie obliczen na liczbach rzeczywi-
stych, takze przy uzyciu kalkulatora, stosowanie
praw dzialah matematycznych przy przeksztal-
caniu wyrazen algebraicznych oraz wykorzysty-
wanie tych umiejetnoSci przy rozwiazywaniu
problemdéw w kontekstach rzeczywistych i teore-
tycznych.

Zasady oceniania
2 pkt — poprawne zastosowanie wzorow na logarytm potegi, logarytm ilorazu oraz na zamian¢ podsta-
wy logarytmu i zapisanie poprawnego wyniku: (—2)
1 pkt — poprawne obliczenie warto$ci wyrazenia logs 7-log,, 625 i zapisanie wyniku: 2
ALBO
— poprawne obliczenie warto§ci wyrazenia log;, - 2log;, 54 i otrzymanie wyniku: (—1)

0 pkt — rozwigzanie, w ktorym zastosowano niepoprawng metode, albo brak rozwigzania

Przykladowe pelne rozwiazanie
Stosujemy wzor na zamiang podstawy logarytmu, logarytm ilorazu oraz korzystamy z definicji logaryt-
mu i otrzymujemy:

log.7-4— 1 log,7-4

log;7-log,, 625  logs7-4log,S log;49 . 2logs7 —i——Z
log, 32 —2log, 454  log, 2 —log, 54 log 3/1 10g31 -1
L=
27 3
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Matematyka. Poziom rozszerzony
Probna Matura z OPERONEM dla szkot ponadpodstawowych

Zadanie 2. (0-2)

Wymagania ogolne Wymagania szczegolowe
III. Wykorzystanie i interpretowanie reprezen- | Zdajacy:
tacji. V.8) interpretuje wspotczynniki wystepujace we
2. Dobieranie i tworzenie modeli matematycz- wzorze funkcji kwadratowej w postaci ogdlnej,
nych przy rozwigzywaniu probleméw praktycz- | kanonicznej i iloczynowej (jesli istnieje);
nych i teoretycznych. V.9) wyznacza wzor funkeji kwadratowej na pod-
stawie informacji o tej funkcji lub o jej wykresie.

Zasady oceniania

2 pkt — poprawne wyznaczenie wzoru funkcji f w postaci kanonicznej: f(x)=2(x— 4)2 -5
1 pkt — poprawne wyznaczenie wspolrzednych wierzchotka paraboli: p =4 oraz g = -5

0 pkt — rozwigzanie, w ktorym zastosowano niepoprawng metode, albo brak rozwigzania
Przyktadowe pelne rozwigzanie

Wykresem funkcji kwadratowej jest parabola o wierzchotku W = ( )22 q).

X, + X, o

Jeslix; +x, =8, to 4.

Wobec tego odcigta wierzchotka paraboli p = 4.

Skoro pe [0, 6] oraz f (0) >0 1 parabola jest symetryczna wzgledem prostej x =4, to oznacza, ze
f(0)=27. Warto$¢ najmniejsza funkcja przyjmuje dla x = 4.

Wobec tego rzgdna wierzchofka paraboli g = f(4)=—5

Wzor funkcji f mozna zapisa¢ w postaci kanonicznej: f(x)=a(x — 4)2 -5

Skoro f(0)=27,to a=2, zatem: f(x)=2(x —4)2 -5

Zadanie 3. (0-2)

Wymagania ogdlne Wymagania szczegolowe

III. Wykorzystanie i interpretowanie reprezen- | Zdajacy:

tacji. VL. 4) stosuje wzOr na n-ty wyraz i na sume n

1. Stosowanie obiektow matematycznych i opero- | poczatkowych wyrazow ciggu arytmetycznego;

wanie nimi, interpretowanie poje¢ matematycz- | VI.R1) oblicza granice ciggdéw, korzystajac z gra-
L 1 . , .

nych. nic ciagow typu —, &/a oraz twierdzef o grani-

n,
cach sumy, r6znicy, iloczynu i ilorazu ciggdw
zbieznych.

Zasady oceniania
2 pkt — zastosowanie poprawnej metody i zapisanie poprawnego wyniku: %

1 pkt — poprawne wyznaczenie sumy n poczatkowych wyrazow ciggu arytmetycznego

6+11+16+...+(5n+1)=w%

0 pkt — rozwigzanie, w ktorym zastosowano niepoprawng metode, albo brak rozwigzania

Przyktadowe pelne rozwigzanie

6+(5n+1) 5 7
_ 64+11+16+...+(5n+1) 5 5247, " 5+n 5
lim =lim —=— = lim = 1m = —
N 400 Tn® —4 n—too  Tn?—4 n—toc 14n% —8  n—+oo 2[ 8] 14

n* (14 ——

n
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Matematyka. Poziom rozszerzony
Probna Matura z OPERONEM dla szkot ponadpodstawowych

Zadanie 4. (0-3)

Wymagania ogolne

Wymagania szczegolowe

IV. Rozumowanie i argumentacja.

1. Przeprowadzanie rozumowan, takze kilku-
etapowych, podawanie argumentow uzasadnia-
jacych poprawno§¢ rozumowania, odréznianie
dowodu od przyktadu.

Zdajacy:
I1.R3) korzysta ze wzoréw na: (a+ b)3, (a— b)3,
a+b¥iad®—b.

Zasady oceniania

3 pkt — poprawne wnioskowanie dotyczace znaku wyrazen: (x—1), (x2 +x+ 1), (2y- 3)2 oraz znaku

calego wyrazenia (x — 1)()(2 +x+ 1)(2y - 3)2 +1
2 pkt — przeksztalcenie wyrazenia 4x’y? —4y* —12xy +12y 4+ 9x* — 8 do postaci

(x—1)(x* +x+1)(2y—3) +1

1 pkt — przeksztalcenie wyrazenia 4x°y* —4y* —12x’y +12y +9x* — 8 do postaci

(x*=1)(4y* —12y+9)+1

0 pkt — rozwigzanie, w ktorym zastosowano niepoprawng metode, albo brak rozwigzania

Przykladowe pelne rozwigzanie

4x7y? —4y? —12x°y +12y +9x> 8 =x* (4y? — 12y + 9)— (4y* — 12y + 8+1) + 1 =
=(x*=1)(4y* —12y +9)+1=(x* = 1)(2y—3)" +1=(x —1)(x* +x+1)(2y - 3)" +1

Dla x >1 dwumian x —1 jest liczba dodatnig.

Trojmian x* +x+1 przyjmuje wartosci dodatnie dla kazdej wartosci x € R, (2y — 3)2 >0, poniewaz
kwadrat kazdej liczby rzeczywistej jest liczba nieujemna.

Iloczyn dwdch liczb dodatnich i jednej nieujemne;j jest nieujemny.

Zatem wyrazenie (x — 1)(x2 +x+ 1)(2y — 3)2 +1 jest dodatnie.

To nalezalo wykazac.

Zadanie 5. (0-3)

Wymagania ogolne

Wymagania szczegolowe

I1I. Wykorzystanie i interpretowanie reprezen-
tacji.

1. Stosowanie obiektéw matematycznych i opero-
wanie nimi, interpretowanie poj¢¢ matematycz-
nych.

Zdajacy:

I11.R4) rozwiazuje réwnania i nieréwnosci z war-
to$cig bezwzgledna, o stopniu trudnosci nie
wigkszym niz: 2|x + 3|+ 3|x—1|=13,
|x+2|+2[x -3 <11

Zasady oceniania

3 pkt — zastosowanie poprawnej metody i zapisanie poprawnego wyniku: x € [—%, 4]

2 pkt — poprawne rozwigzanie nierownosci oddzielnie w kazdym z przedzialow: (—oco, 1) oraz|[1, co)

ALBO

— poprawne rozwigzanie kazdej z dwoch nieréwnosci oraz otrzymanie koniunkcji nieréwnosci:

x<4ix>—l
2

1 pkt — poprawne zastosowanie definicji wartos$ci bezwzglednej lub wiasnoSci wartosci bezwzglednej
i zapisanie danej nieréwnosci odpowiednio w dwoch przedzialach: (—oo, 1) oraz[1, co)

ALBO

— zapisanie nierOwnoS$ci w postaci rownowaznej koniunkcji dwoch nierdwnosci, np.:

3x—3<x+5i3x—-3>-x-5

0 pkt — rozwigzanie, w ktérym zastosowano niepoprawng metode, albo brak rozwigzania
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Matematyka. Poziom rozszerzony
Probna Matura z OPERONEM dla szkot ponadpodstawowych

Przykladowe pelne rozwiazanie
Sposob 1.

Rozwazamy dwa przypadki.

L xe(—oc, 1)

W tym przypadku nierownos¢ x + 5> 3|x —1| ma posta¢ x +5>—3x + 3, czyli x €

iy 1]_
2

W tym przypadku nier6wnos$¢ x + 5> 3|x — 1| ma posta¢ x + 5> 3x — 3, czyli x €[1, 4).

2.x6[1, +oo)

Ostatecznie rozwigzaniami danej nieréwnoSci sa wszystkie liczby ze zbioru [—%, 4].
Sposob 2. (przez koniunkcje¢ nierownosci)
Dla kazdej liczby rzeczywistej x i dla kazdej liczby rzeczywistej a prawdziwa jest rOwnowaznos¢: ]x| <a

wtedy 1 tylko wtedy, gdy x <a ix > —a.
Nierowno$¢ x + 5> 3|x — 1| rOwnowaznie mozna zapisa¢ w postaci:

Blx—1|<x+5
Zatem:3x—-3<x+5i3x—-3>—-x-5

x<4ix>f1
2

Zatem: x € —l, 4]
2
Zadanie 6. (0-3)
Wymagania ogolne Wymagania szczegolowe
IV. Rozumowanie i argumentacja. Zdajacy:
1. Przeprowadzanie rozumowan, takze kilku- VIIL.R3) przeprowadza dowody geometryczne.

etapowych, podawanie argumentow uzasadnia-
jacych poprawno§¢ rozumowania, odroznianie
dowodu od przyktadu.

Zasady oceniania
3 pkt — zastosowanie poprawnej metody i zapisanie, ze d =r+/3, np.: z wlasnoSci funkcji trygonome-
trycznych w trojkacie ABD
2 pkt — poprawne wyznaczenie miar katow: o = 60°, 3 = 30°
1 pkt — stwierdzenie, ze trojkat ABD jest prostokatny
ALBO
— zastosowanie twierdzenia o okrggu opisanym na czworokacie i zapisanie zaleznoSci
|<<BCD|=180°— o
ALBO
—zastosowanie twierdzenia o sumie miar katow wewnetrznych trojkata i zapisanie zaleznosci, np.:
26+180°—a =180°
ALBO
— zastosowanie twierdzenia o katach naprzemianleglych i zapisanie zaleznosci 25 = «
0 pkt — rozwigzanie, w ktorym zastosowano niepoprawng metode, albo brak rozwigzania
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Matematyka. Poziom rozszerzony
Probna Matura z OPERONEM dla szkot ponadpodstawowych

Przykladowe pelne rozwiazanie
D X C

A 2r

Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku:

|AD|=|CD|=|BC|=x oraz|BD|=|AC|=d

[<DAB|=|<ABC|= a oraz|<BDC|=|<DBC|= 3

Stad: |<IABD| =a—0

Okrag o promieniu r opisany na trapezie ABCD, jest rOwniez opisany na trdjkacie ABD. Dtuzsza pod-
stawa trapezu ma dlugo$¢ 2r, zatem trojkat ABD jest prostokatny i |<4DB| = 90°.

Z wtasnoSci okregu opisanego na czworokacie |<£BCD| =180°—a.

Z wtasnoSci katdw wewnetrznych w trdjkacie BCD otrzymujemy zalezno$¢:

20 +180° —a=180°

Ponadto |<IABD| = |<£BDC | jako katy naprzemianlegte, wiec 28 = a, czyli o = 60°, 3 = 30°.

Z trojkata ABD sina = Zi’ stad d = r/3.
r

Zadanie 7. (0-4)

Wymagania ogolne Wymagania szczegélowe
I'V. Rozumowanie i argumentacja. Zdajacy:
4. Stosowanie i tworzenie strategii przy rozwia- | VII.LR6) rozwigzuje réwnania trygonometryczne
zywaniu zadan, rOwniez w sytuacjach nietypo- o stopniu trudnoSci nie wigkszym niz w przykia-
wych. dzie 4cos2xcosSx=2cos7x +1.

Zasady oceniania
. . L . krowm 2kn 7w 2kmw .
4 pkt — zastosowanie poprawnej metody i zapisanie poprawnego wyniku: —, — 4+ —— —— 4+ —— gdzie
3'9 3 9 3
keZ

3 pkt — poprawne rozwiazanie jednego z rownan: sin3x =01lub1—2cos3x =0
2 pkt — przeksztalcenie rownania do postaci sin 3x = 2sin3x cos 3x
1 pkt — poprawne zastosowanie wzorOw na sinus sumy katéw i sinus réznicy katow

ALBO

— poprawne zastosowanie wzoru na sinus podwojonego kata
0 pkt — rozwigzanie, w ktorym zastosowano niepoprawng metode, albo brak rozwigzania

Przyktadowe pelne rozwigzanie
sin| =4 3x|—sin| = — 3x | =sin6x
3 3
Stosujemy wzory na sinus sumy i sinus roznicy katéw oraz sinus podwojonego kata i przeksztalcamy
rOwnanie rownowaznie, otrzymujac:
T . .
ZCosgsm 3x =2 sin3xcos3x

sin3x = 2sin3x cos3x
sin3x(1—2cos3x) =0
sin3x =01ub1—2cos3x=0
km m  2km 2km

=—,keZ =—+—1lub -_r —kecZ
X 3 X 9+ 3 ub x 9+ 3

wiecej arkuszy na matematyzm.pl



Matematyka. Poziom rozszerzony
Probna Matura z OPERONEM dla szkot ponadpodstawowych

Zadanie 8. (0-4)

Wymagania ogolne Wymagania szczegolowe
IV. Rozumowanie i argumentacja. Zdajacy:
4. Stosowanie i tworzenie strategii przy rozwig- | XII1.R3) oblicza pochodng funkcji potegowe;j
zywaniu zadan, rowniez w sytuacjach nietypo- o wyktadniku rzeczywistym oraz oblicza po-
wych. chodna, korzystajac z twierdzen o pochodnej

sumy, roznicy, iloczynu i ilorazu;
XIII.R4) stosuje pochodng do badania monoto-
nicznosci funkcji.

Zasady oceniania
4 pkt — uzasadnienie, ze funkcja f przyjmuje warto$¢ najmniejszg dla x =6 i obliczenie wartoSci naj-
mniejszej funkeji f; f(6) =16

3 pkt — okreslenie znaku pochodnej oraz uzasadnienie (np. przez badanie monotonicznoSci funkcji), ze

funkcja f przyjmuje warto$¢ najmniejszg dla x =6

2 pkt — poprawne obliczenie miejsc zerowych pochodnej

_ 2x*—16x+24

(x—4)

0 pkt — rozwigzanie, w ktOrym zastosowano niepoprawng metode, albo brak rozwigzania

Uwagi:

1. Za poprawne uzasadnienie, ze rozwazana funkcja ma warto$¢ najmniejsza dla wyznaczonej wartosci
x, przy ktorej pochodna si¢ zeruje, mozna uznac sytuacje, gdy zdajacy bada znak pochodnej, oraz:

— opisuje (stownie lub graficznie, np. przy uzyciu strzatek) monotonicznos¢ funkcji f

LUB

— zapisuje, ze dla wyznaczonej wartoSci x funkcja f ma minimum lokalne i jest to jednoczesnie jej
najmniejsza wartos¢é

LUB

— zapisuje, ze dla wyznaczonej wartoSci x funkcja f ma minimum lokalne i jest to jedyne ekstremum
tej funkcji.

2. Badanie znaku pochodnej zdajacy moze opisa¢ w inny sposob, np. szkicujac wykres funkcji, ktora
w ten sam sposob jak pochodna zmienia znak, i zaznaczajac na rysunku, np. znakami ,,+” 1,~7, znak
pochodne;j.

3. Jezeli zdajacy przedstawi niepetne uzasadnienie, ze dla x = 6 funkcja f osiaga najmniejsza wartosc,
i obliczy f(6) =16, to otrzymuje 3 punkty za cale rozwigzanie. Jesli zdajacy nie przedstawi zadnego

1 pkt — wyznaczenie pochodnej funkgji f: f'(x)

uzasadnienia i obliczy f(6) =16, to otrzymuje co najwyzej 2 punkty za cale rozwigzanie.

Przykladowe pelne rozwigzanie

flx)= 2)62;#, gdzie x =4

()= (4x—8)(x—4)—<22x2 —8x+8) 27 ,16x2+24
(-4) (-4)

f'(x)=0dlax=2lubx=6

Badamy znak pochodnej funkgji dla x €[5, 10]:

f'(x)>0dlaxe (6, 10]

f'(x)<0dlax€e[5, 6)

Zatem funkcja f jest malejaca w przedziale [5, 6] oraz jest rosnaca w przedziale [6, 10].
Stad dla x = 6 funkcja f osigga warto$¢ najmniejszg rowna f(6)=16.
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Matematyka. Poziom rozszerzony
Probna Matura z OPERONEM dla szkot ponadpodstawowych

Zadanie 9. (0-5)

Wymagania ogolne Wymagania szczegolowe

IV. Rozumowanie i argumentacja. Zdajacy:

3. Dobieranie argumentdéw do uzasadnienia po- | XIII.R2) stosuje definicj¢ pochodnej funkcji, po-
prawnosci rozwigzywania problemow, tworzenie | daje interpretacj¢ geometryczng pochodnej;
ciggu argumentdw, gwarantujacych poprawnos¢ | XII1.R3) oblicza pochodng funkcji potegowe;j
rozwigzania i skuteczno§¢ w poszukiwaniu roz- | o wyktadniku rzeczywistym oraz oblicza po-
wigzan zagadnienia. chodna, korzystajac z twierdzen o pochodnej
sumy, roznicy, iloczynu i ilorazu;

IX.2) postuguje si¢ rownaniem prostej na ptasz-
czyznie w postaci kierunkowej, w tym wyznacza
rownanie prostej o zadanych wlasnoSciach (ta-
kich jak na przyktad przechodzenie przez dwa
dane punkty, znany wspoiczynnik kierunkowy,
rownolegtos¢ lub prostopadtos¢ do innej prostej,
styczno$¢ do okregu).

Zasady oceniania
5 pkt — wyznaczenie rownania stycznej, zapisanie poprawnego wyniku: y = —3(x +2)— 2%
4 pkt — obliczenie wspotrzednych punktu stycznoSci takiego, ze x, < —1, poprawny wynik: [—2, — 2%]
3 pkt — rozwigzanie rownania: 6x; +17x3 +11x, —1=—3
2 pkt — zapisanie warunku: f’ (xo) = —3 w postaci rOwnania z niewiadomag x,, np.:
6x; +17x3 +11x,—1=-3

1 pkt — obliczenie pochodnej funkgji f: f/(x) =6x> +17x% +11x—1

ALBO

— zapisanie warunku: f’(x,)=-3

0 pkt — rozwigzanie, w ktorym zastosowano niepoprawng metode, albo brak rozwigzania

Przyktadowe pelne rozwigzanie

Styczna jest prostopadta do prostej o rGwnaniu y = %x +15, gdy jej wspotczynnik kierunkowy jest row-
ny (-3).

Obliczamy pochodng funkcji f:

f(x)=6x"+17x* +11x -1

Wspotczynnik kierunkowy stycznej jest rowny wartoSci pierwszej pochodnej funkcji w punkcie styczno-
Sci. Stad f'(x,) =—3. Wowczas:

6x; +17x5 +11x,—1=-3

6x; +17x5 +11x,+2=0

(2x,+1)(3x, +1)(x, +2)=0

Xy = —%lub Xy = —%, lub x, =-2

Z warunkow zadania x;, < —1, zatem x, = —2.
1
_2)=_2=
f(-2)=-21

Roéwnanie stycznej do funkcji f w punkcie [—2, —2%

prostopadiej do prostej o rGwnaniu y = %x +15

ma postac: y =—3(x+2)— 2%, czyli y = —3x —8%.
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Matematyka. Poziom rozszerzony
Probna Matura z OPERONEM dla szkot ponadpodstawowych

Zadanie 10. (0-5)

Wymagania ogolne Wymagania szczegolowe

IV. Rozumowanie i argumentacja. Zdajacy:

3. Dobieranie argumentdéw do uzasadnienia po- | VII.3) stosuje twierdzenie cosinuséw oraz wzor
prawnosci rozwigzywania problemdw, tworzenie | na pole trojkata P=12-a-b-sin~;

ciggu argumentdw, gwarantujacych poprawnos¢ | VII.4) oblicza katy trojkata i dtugosci jego bo-

rozwigzania i skuteczno$¢ w poszukiwaniu roz- | kdw przy odpowiednich danych (rozwiazuje
wigzan zagadnienia. trojkaty m.in. z wykorzystaniem twierdzenia

4. Stosowanie i tworzenie strategii przy rozwig- | cosinusow);

zywaniu zadan, rowniez w sytuacjach nietypo- VII.R7) stosuje twierdzenie sinusow;

wych. VII.R8) oblicza katy trojkata i dtugosci jego bo-

kéw przy odpowiednich danych (m.in. z wykorzy-
staniem twierdzenia sinusow);

VIIL.7) stosuje twierdzenia: Talesa, o dwusiecz-
nej kata oraz o kacie migdzy styczng a cigciwag;
VIIIL.R1) stosuje wlasnosci czworokatow wpisa-
nych w okrag i opisanych na okregu.

Zasady oceniania
5 pkt — zapisanie dtugoSci promieni okregu opisanego na trdjkacie ABC oraz okregu opisanego na
trojkacie ACD
4 pkt — wyznaczenie promienia okr¢gu opisanego na trojkacie ABC,poprawny wynik: %
ALBO
—wyznaczenie promienia okregu opisanego na trdjkacie ACD, poprawny wynik: %
3 pkt — wyznaczenie dtugosci przekatnej|AC|: |AC| =21

2 pkt — wyznaczenie dtugosci wszystkich bokéw czworokata ABCD:
|AD| =12, |AB|=24, |BC|=30, |CD|=18

1 pkt — wyznaczenie dtugoSci boku CD w zaleznoSci od a: ]CD| = %a

0 pkt — rozwigzanie, w ktorym zastosowano niepoprawng metode, albo brak rozwigzania

Przykladowe pelne rozwigzanie

B

Przyjmijmy oznaczenia, jak na rysunku:
|AD|=a, |AB|=2a, |AC|=d
[<ADC|= o oraz |<ABC|= 3
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Matematyka. Poziom rozszerzony
Probna Matura z OPERONEM dla szkot ponadpodstawowych

Z twierdzenia o dwusiecznej kata wewnetrznego trojkata: *—— stad =

wigc|CD|= %a.

|AE|7@ 2 a

cE| ~ ieo) "3 e

Z twierdzenia o okregu wpisanym w czworokat otrzymujemy warunek: a + |BC | =2a+ %a.

stad[5C|=a.

Obwod czworokata wynosi 84, wiec a = 12. Boki czworokata majg dtugosci:

|AD| =12, |AB|=24, |BC| =30, |cCD|=18

Z. twierdzenia cosinusOw dla trojkata ACD wyznaczamy dtugo$¢ przekatne;j ]AC|:

d? :122—&—182—2-1248-%

d=21
R, — promien okregu opisanego na trojkacie ACD

Z twierdzenia sinusow dla trojkata ACD wyznaczamy R;:

d

sina

—2R,

V255

sin® a 4 cos® a = 1, stad sina = 6

168

V255
Z twierdzenia cosinusow dla trojkata ABC:
21% =24% +30* —2-24-30-cos 3

23

cosf=—
b 32

Zatem R, =

3455

Z jedynki trygonometrycznej: sin 3 = T

R, — promien okregu opisanego na trojkacie ABC

Z twierdzenia sinusow dla trojkata ABC wyznaczamy R,:

4 _sR,
sin 3
Zatem R, = ﬁ

J55
Zadanie 11. (0-5)

Wymagania ogolne

Wymagania szczegolowe

IV. Rozumowanie i argumentacja.

4. Stosowanie i tworzenie strategii przy rozwia-
zywaniu zadan, rowniez w sytuacjach nietypo-
wych.

Zdajacy:

V1.6) wykorzystuje wlasnosci ciggdw, w tym
arytmetycznych i geometrycznych, do rozwigzy-
wania zadan, réwniez osadzonych w kontekscie
praktycznym.

Zasady oceniania

5 pkt — poprawne wyznaczenie wyrazow ciggu arytmetycznego: (2, 8, 14, 20)
4 pkt — poprawne wyznaczenie pierwszego wyrazu a oraz roznicy ciggu arytmetycznego r z uwzglednie-

niem warunkéw zadania: a > Q orazr > 0

3 pkt —wyrazenie jednego z wyrazéw ciagu (np. pierwszego wyrazu) za pomoca roznicy ciagu, np.:

a:—rluba:lr
3

2 pkt — zastosowanie wzoru na n-ty wyraz ciggu arytmetycznego i zapisanie réwnania, np.:

(a+a+2r)2+(a+r—a—3r)2 :(a—|—3r)2
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Matematyka. Poziom rozszerzony
Probna Matura z OPERONEM dla szkot ponadpodstawowych

1 pkt — zapisanie rownania: (a -+ 0)2 +(b— d)2 =d?

0 pkt — rozwigzanie, w ktorym zastosowano niepoprawng metode, albo brak rozwigzania

Przyktadowe pelne rozwigzanie

Ciag(a, b, ¢, d) - rosnacy ciag arytmetyczny o wyrazach dodatnich

Oznaczmy rdznice¢ ciagu arytmetycznego przez r. Ciag jest rosnacy, wigc r > 0, wyrazy dodatnie, wigc

a>0.

Z. treSci zadania otrzymujemy:

(a+c) +(b—d) =d?

Wyrazimy a za pomoca r:

(a—i—a—|—2r)2 —i—(a—kr—a—?ar)2 = (a+3r)2
3a* +2ar—r* =0

. . . 1
a, = —r <0 nie spelnia warunku zadania luba, = —r

. . . .1
Ciag(a, b, ¢, d) mozna zapisa¢ w postaci: | =r, —r, —=r, —r

3°3

7 10}
373

Z warunkow zadania wynika, ze ciag(3a+ 30, 3b, ¢+ 2)jest geometryczny, zatem wyrazy ciggu geome-

nek:
16r* =(r+ 30)[%r + 2]
41r* =216r—180=0

n :74—?10 < 0 nie spetnia warunku zadania lubr, =6

Zatem:r =6
OtrzymaliSmy ciag arytmetyczny: (2, 8, 14, 20)

Zadanie 12. (0-6)

trycznego za pomocg r mozna zapisa¢ w nastepujacy sposob: [r + 30, 4r, %r +2 |. Spelniaja one waru-

Wymagania ogdlne

Wymagania szczegolowe

ITI. Wykorzystanie i interpretowanie reprezen-
tacji.

2. Dobieranie i tworzenie modeli matematycz-
nych przy rozwigzywaniu problemow praktycz-
nych i teoretycznych.

3. Tworzenie pomocniczych obiektéw mate-
matycznych na podstawie istniejacych, w celu
przeprowadzenia argumentacji lub rozwigzania
problemu.

Zdajacy:

IT1.R3) stosuje wzory Victe’a dla réwnan kwa-
dratowych;

II1.R5) analizuje réwnania i nieréwnosci liniowe
z parametrami oraz réwnania i nieréwnosci kwa-
dratowe z parametrami, w szczegdlnos$ci wyzna-
cza liczbe rozwigzah w zaleznoSci od parame-
tréw, podaje warunki, przy ktérych rozwigzania
maja zadang wlasnos¢, i wyznacza rozwigzania
w zaleznoS$ci od parametrow.

Zasady oceniania
Rozwigzanie zadania sktada si¢ z trzech etapow.

Etap I polega na rozwigzaniu dwoch warunkéw: A >0 oraz x;x, > 0. Za poprawne wykonanie tego

etapu zdajacy otrzymuje 2 punkty.

2 pkt — poprawne rozwiazanie nierownosci A > 0: m € (—oo,—6) U (2,—|—oo) oraz poprawne rozwiazanie

nieréwnosci x,.x, > 0: m € (—ooc, 3)

10
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Matematyka. Poziom rozszerzony
Probna Matura z OPERONEM dla szkot ponadpodstawowych

1 pkt — poprawne rozwigzanie nieréwnosci A > 0: m € (—oo, —6)U(2, +o0)

ALBO
— poprawne rozwigzanie nieréwnosci x,x, > 0: m € (—oo, 3)

0 pkt — rozwigzanie, w ktorym zastosowano niepoprawng metode, albo brak rozwigzania

Uwaga:

Jezeli zdajacy rozwigzuje warunek A > 0, to za te cz¢S¢ rozwigzania otrzymuje 1 punkt, o ile poprawnie

rozwigzal warunek x,x, > 0.

Etap II polega na wyznaczeniu tych wartoSci parametru m, dla ktorych jest spelniony warunek
1 1 -2 . . . .

x_f + x_§ > a3 gdzie m = —3. Za poprawne wykonanie tego etapu zdajacy otrzymuje 3 punkty.

Podziat punktéw za drugi etap rozwigzania:

3 pkt — poprawne rozwigzanie nieréwnosci z niewiadoma m:

m e |—oo, 77@ u(-3, 0)U %@, —I—oo]

2 pkt — przeksztalcenie nieréwnosci z niewiadoma /1 do nierOwnosci rtOwnowaznej w postaci wielomia-
nu, np.: <m3 +7m* — 12m)(m +3)>0

1 pkt — zapisanie nieréwnoSci z jedna niewiadoma m, wynikajacej z warunku %4—L > ;23), gdzie

mP+2m—6 2 xooap m
(3- m)z “m +3
0 pkt — rozwigzanie, w ktorym zastosowano niepoprawng metode, albo brak rozwigzania
Etap III polega na wyznaczeniu wszystkich warto$ci parametru m, ktdre spelniajg jednoczes$nie wszyst-
kie warunki zadania. Za poprawne wykonanie tego etapu zdajacy otrzymuje 1 punkt.
1 pkt — poprawne wyznaczenie wszystkich wartoSci parametru spetniajacych warunki zadania:

—7-97
2

m=—3,np.:

me[_oo, u(2, 3)

0 pkt — rozwigzanie, w ktorym zastosowano niepoprawng metode, albo brak rozwigzania

Uwagi:

1. Jezeli zdajacy popelni w etapie I i/lub II jedynie btedy rachunkowe i otrzyma zbiory rozwigzan z eta-
pow 111l ktdre nie sg roztaczne i zaden z nich nie jest zbiorem liczb rzeczywistych, a nastepnie po-
prawnie wyznaczy cz¢S$¢ wspOlng zbiordw rozwigzanh z etapow 1111, to za etap 111 otrzymuje 1 punkt.

2. Jezeli zdajacy w etapie 1I rozwiazania popetni btad i przyjmie, ze (x1x2) = —(3—m), to za etap II
moze otrzymacé co najwyzej 2 punkty, a za etap 111 otrzymuje 0 punktow.

Przykladowe pelne rozwigzanie

Etap I

Trojmian kwadratowy x? + mx + 3 —m ma dwa rozne pierwiastki rzeczywiste x,, x, o tych samych zna-

kach wtedy i tylko wtedy, gdy spetnione sa warunki: A > 0 oraz x,x, > 0.

Rozwigzujemy warunek A > 0:

m*—4(3—m)>0

(m+6)(m~2)>0

m € (—00,—6)U(2,+00)

Rozwigzujemy warunek x,x, > 0:

3—-m>0

me (foo, 3)

11
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Matematyka. Poziom rozszerzony
Probna Matura z OPERONEM dla szkot ponadpodstawowych

Etap I1

Wyznaczamy wszystkie wartoSci parametru m, dla ktérych jest spelniony warunek iz —&—i > -2
X

2 b
gdzie m = —3, korzystajac ze wzorow Viete’a: rox mA3
1 1 (x1+x2)2—2x1x2_m2+2m—6

% (xxn)  (3-m)

m*+2m—6_ —
7>

m? +7m* —12m

(3—m)’ (m+3)

(m® +7m? =12m)(m+3)>0

—7-97
2

,gdziem=—-3im=3

me|—oo, U(=3, 0)U _7%@ 3

U(3, —I-oo)

Etap II1
Wyznaczamy wszystkie wartosci parametru, ktore jednocze$nie spelniajg warunki:
me(—oo, —6)U(2, +00), me(—o0, 3), m=—3im=3oraz

—7-97 —7+97
2 — ot

me[—oo, U(-3, 0)u

Zatem m €| —oo,

—7—_2Jﬁ u(2, 3).

Zadanie 13.1. (0-2)

Wymagania ogodlne Wymagania szczegolowe
III. Wykorzystanie i interpretowanie reprezen- | Zdajacy:

tacji. IX. 5) oblicza odlegtos¢ punktu od proste;j.
2. Dobieranie i tworzenie modeli matematycz-
nych przy rozwigzywaniu probleméw praktycz-
nych i teoretycznych.

Zasady oceniania
. . S . 3 3 27 7

2 pkt — zastosowanie poprawnej metody i zapisanie poprawnego wyniku: D > 75 lub D 505

1 pkt — wykorzystanie wzoru na odleglo$¢ punktu D od prostej [ i zapisanie rOwnania z jedng niewiado-

3x— %x -1+17

ma, np.: N =210

0 pkt — rozwigzanie, w ktérym zastosowano niepoprawng metode, albo brak rozwigzania

Przykladowe pelne rozwigzanie

Punkt D lezy na prostej k, wigc wspoOtrzedne punktu D mozna zapisa¢ w postaci: D = [x, —%x—l

Odlegtos¢ punktu D od prostej / o rownaniu ogdlnym: 3x + y +17 =0 jest rOwna 24/10. Korzystajac ze
wzoru na odlegto$¢ punktu od prostej, otrzymujemy rOwnanie:

3x—%x—1+17
=210
J10
8
—x+16[=20
19

12
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Probna Matura z OPERONEM dla szkot ponadpodstawowych

x= 3 lub x = _27
2 2
27 7
Zatem punkt D ma wsp6trzedne: D g, _3 lubD|——, =
20 2 22
Zadanie 13.2. (0-4)
Wymagania ogodlne Wymagania szczegolowe
III. Wykorzystanie i interpretowanie reprezen- | Zdajacy:
tacji. IX.2) postuguje si¢ rownaniem prostej na plasz-
2. Dobieranie i tworzenie modeli matematycz- czyznie w postaci kierunkowej, w tym wyznacza
nych przy rozwigzywaniu problemoéw praktycz- | rownanie prostej o zadanych wiasno$ciach (ta-
nych i teoretycznych. kich jak na przykfad przechodzenie przez dwa

dane punkty, znany wspotczynnik kierunkowy,
rOwnolegtos¢ lub prostopadiosé do innej prostej,
styczno$¢ do okregu);
IX.3) oblicza odlegtos¢ dwoch punktoéw w ukia-
dzie wspotrzednych;
IX.4) postuguje si¢ rownaniem okregu

2 2 5
(x—a) +(y—b) =r

Zasady oceniania

4 pkt — obliczenie promienia oraz zapisanie rOwnania okregu: (x + 1)2 + ( y+ 4)2 =10

3 pkt — wyznaczenie Srodka okregu stycznego do prostej k w punkcie A oraz do prostej / w punkcie B,
poprawny wynik: § = (-1, —4)

2 pkt — zapisanie rdwnania prostej prostopadiej do prostej k i przechodzacej przez punkt A: y=3x—1
oraz zapisanie rOwnania prostej prostopadiej do prostej / i przechodzacej przez punkt B:
1. 11

y=zX——
3 3
1 pkt — zapisanie réwnania prostej prostopadiej do prostej k i przechodzacej przez punkt 4: y =3x—1
ALBO
— zapisanie rOwnania prostej prostopadtej do prostej /i przechodzacej przez punkt B: y = %x — %
0 pkt — rozwigzanie, w ktorym zastosowano niepoprawng metode, albo brak rozwigzania

Przykladowe pelne rozwiazanie
Roéwnanie prostej &, prostopadtej do prostej k i przechodzacej przez punkt A ma postaé:
y=3x-1
Roéwnanie prostej /; prostopadtej do prostej ! i przechodzacej przez punkt B ma postac:
1. 11
=33
Srodek szukanego okregu nalezy jednocze$nie do prostych k; oraz /.
Wspotrzedne srodka okregu otrzymujemy, rozwigzujac uktad réwnan:
y=3x—-1
,_l,n
3 3
Stad §(—1, —4).

Promien okregu: r =|SA| = \/(0 + 1)2 +(-1+ 4)2 =+/10
Zatem rOwnanie okregu ma postac: (x + 1)2 + (y + 4)2 =10
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