Rodzaj dokumentu: Zasady oceniania rozwiazan zadan

Egzamin: Egzamin maturalny

Przedmiot: Matematyka

Poziom: Poziom rozszerzony

Uwagi:

1. Akceptowane sg wszystkie rozwiagzania merytorycznie poprawne i spetniajace warunki zadania.

2. Jezeli zdajacy, rozwiazujac zadanie otwarte, popelni btedy rachunkowe, ktore na zadnym etapie
rozwigzania nie upraszczajg i nie zmieniaja danego zagadnienia, lecz stosuje poprawng metode i kon-
sekwentnie do popelnionych btedéw rachunkowych rozwigzuje zadanie, to moze otrzymac co najwyzej
(n—1) punktéw (gdzie n jest maksymalng mozliwa do uzyskania liczba punktéw za dane zadanie).
Wymagania egzaminacyjne 2023 i 2024:
https://www.gov.pl/web/edukacja-i-nauka/wymagania-egzaminacyjne-obowiazujace-na-egzaminie-ma
turalnym-w-roku-2023-i-2024

Zadanie 1. (0-3)

Wymagania ogdlne Wymagania szczegolowe
I. Sprawno$¢ rachunkowa. Zdajacy:
Wykonywanie obliczef na liczbach rzeczywi- I.1) wykonuje dziatania (dodawanie, odej-
stych, takze przy uzyciu kalkulatora, stosowanie | mowanie, mnozenie, dzielenie, potegowanie,
praw dzialaf matematycznych przy przeksztat- pierwiastkowanie, logarytmowanie) w zbiorze
caniu wyrazen algebraicznych oraz wykorzysty- | liczb rzeczywistych;
wanie tych umiejetnoSci przy rozwigzywaniu 1.7) stosuje interpretacj¢ geometryczng i algebra-
problemdéw w kontekstach rzeczywistych i teore- | iczng wartoSci bezwzgledne;j [...J;
tycznych. I1.1) stosuje wzory skroconego mnozenia

na: (a+ b)z, (a— b)z, a*—b.

Zasady oceniania

3 pkt — rozwigzanie poprawne — wykazanie, ze dana liczba jest rowna %, czyli jest liczba wymierna,

2 pkt — rozwiazanie, w ktorym zostaly pokonane zasadnicze trudnoSci zadania — obliczenie pierwiastka

V13— 4x/§ = |1 — 2\/?: | i usunigcie niewymierno$ci z mianownika utamka i

4+23
1 pkt — rozwigzanie, w ktérym zostat dokonany istotny postep, ale nie zostaly pokonane zasadnicze
2-3
4423

trudnoS$ci zadania — usuni¢cie niewymiernosci z mianownika utamka

albo zapisanie liczby

2
podpierwiastkowej 13 — 43 w postaci kwadratu, np. (1 —23 )

0 pkt — rozwigzanie, w ktorym nie ma istotnego postgpu, albo brak rozwigzania

wiecej arkuszy na matematyzm.pl



Matematyka. Poziom rozszerzony
Probna Matura z OPERONEM dla szkot ponadpodstawowych

Przykladowe rozwigzanie

23 [ 2-3
13—4J§+m_\/1 4J§+12+2(2+ﬁ)

- (1—2J§)2 +@—

‘12@\+Lf+3—2\/§1+%2ﬁ zgeQ

Zadanie 2. (0-3)

Wymagania ogolne

Wymagania szczegélowe

IV. Rozumowanie i argumentacja.

1. Przeprowadzanie rozumowan, takze kilku-
etapowych, podawanie argumentéw uzasadnia-
jacych poprawno$¢ rozumowania, odréznianie
dowodu od przyktadu.

3. Dobieranie argumentéw do uzasadnienia po-
prawnosci rozwigzywania probleméw, tworzenie
ciggu argumentow, gwarantujacych poprawno$é
rozwigzania i skuteczno$¢ w poszukiwaniu roz-

wigzan zagadnienia.

Zdajacy:
1.2) (R) przeprowadza proste dowody dotyczace
podzielnoSci liczb catkowitych i reszt z dzielenia

......

przy dzieleniu przez 5 daje reszte 3, to jej trzecia
potega przy dzieleniu przez 5 daje reszte 2;

I1.1) (R) znajduje pierwiastki catkowite wielo-
mianu o wspoOlczynnikach catkowitych;

I1.2) (R) dzieli wielomian jednej zmiennej W (x)
przez dwumian postacix — a.

Zasady oceniania

3 pkt — rozwiazanie poprawne — przeksztalcenie danej liczby do postaci

ze liczba n’ + 6n* +11n+6 jest podzielna przez 6

n’+6n’+11n+6 . :
: i wykazanie,

2 pkt — rozwigzanie, w ktdérym zostaly pokonane zasadnicze trudnoS$ci zadania, ale rozwigzanie nie
zostalo doprowadzone poprawnie do koficowej postaci — zapisanie wielomianu n° + 6n* +11n+6 w po-
staci iloczynu (n + 1)(11 + 2)(n + 3) przy braku uzasadnienia lub niepetnym uzasadnieniu podzielnoSci
liczb postaci (n+1)(n+2)(n+3) przez 6

1 pkt — rozwigzanie, w ktérym zostat dokonany istotny postep — przeksztatcenie danej liczby do postaci

3 2
n +6n 6+ Unt6 4 nalezienie jednego z catkowitych pierwiastkow wielomianu n* + 61 + 11146

0 pkt — rozwigzanie, w ktorym nie ma istotnego postepu, albo brak rozwigzania

Przykladowe rozwigzanie

1, L, 11 n’+6n’+11In+6
-n’+n +—n+l=
6 6 6

Pierwiastkiem wielomianu W(n) =n’ +6n> +11n+6 jest liczba —1, gdyz W(—1) = 0. Wielomian W(n)

jest wiec podzielny przez dwumian (n + 1).

Podzielimy wielomian W(n) przez dwumian (n+1).

1 6 11 6
-1 1 5 6 0
n’ 461’ +11n+6 = (n+1)(n* +5n+6)
Zatem:
n’+6n°+11n+6 ("‘H)("z +5n+6)
6 6
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Matematyka. Poziom rozszerzony
Probna Matura z OPERONEM dla szkot ponadpodstawowych

Pierwiastki rownania n’> 4+ 5n+ 6 = 0 sa rowne:
—5+1

n :#:—3 in, = 5 =—2,wigcn> +5n+6=(n+3)(n+2), wigc:
6 6 6
Stwierdzamy, ze (n+1)(n J6r 2)(n+3) €N, gdyz liczba naturalna (n+1)(n+2)(n+ 3) jako iloczyn trzech

kolejnych liczb naturalnych jest podzielna przez 2 i jest podzielna przez 3, czyli jest podzielna przez 6.

Zadanie 3. (0-6)

Wymagania ogolne Wymagania szczegolowe

III. Wykorzystanie i interpretowanie reprezen- | Zdajacy:
tacji. V1.4) stosuje wzory na n-ty wyraz i na sume n
1. Stosowanie obiektow matematycznych i opero- | poczatkowych wyrazow ciagu arytmetycznego;
wanie nimi, interpretowanie poj¢¢ matematycz- | I'V. 1) rozwiazuje uktady réwnan liniowych
nych. z dwiema niewiadomymi, podaje interpretacj¢
geometryczng uktadéw oznaczonych, nieozna-
czonych i sprzecznych;
IV.]) (R) rozwiazuje metodg podstawiania ukta-
dy réwnan, z ktorych jedno jest liniowe,
a drugie kwadratowe, postaci
ax+by=3 b ax+by=e _
4y te+dy=f ! y=cx*+de+f
V1.1) (R) oblicza granice ciagow, korzystajac
L 1 . ,
zZ granic ciggoéw typu - %/a oraz twierdzeh

o granicach sumy, réznicy, iloczynu i ilorazu
ciggdw zbieznych.

Zasady oceniania
6 pkt — rozwigzanie poprawne — wyznaczenie wzor6w na n-te wyrazy ciagdbw a, =2n+31ib, =3n—1

. . . ooa, 2
oraz poprawne obliczenie granicy lim —*=—

n—00 n 3

5 pkt — rozwiazanie, w ktorym zostaly bezbl¢dnie pokonane zasadnicze trudnoSci zadania — wyznaczo-
no poprawnie wzory na n-te wyrazy obu ciagéw a, =2n+3 i b, =3n—1 i popetniono bledy w oblicza-
niu granicy ciagu lub tej granicy nie wyznaczono albo popelniono btedy rachunkowe podczas wyzna-

czania wzoréw na n-te wyrazy ciaggéw i w ich wyniku otrzymano inng granice typu lim &, ktora
obliczono poprawnie b,

4 pkt — rozwigzanie, w ktdrym zostaly bezbtednie pokonane zasadnicze trudnoS$ci zadania — wyznaczo-
no wzory na n-te wyrazy obu ciggow, przy czym popetniono biedy rachunkowe lub nie uwzgledniono,
ze(a,) jest ciagiem rosngcym

3 pkt—rozwiazanie, w ktérym zostaly pokonane zasadnicze trudno$ci zadania —wyznaczenie pierwszego
b =2

P . al - 5 . . e . .
wyrazu i rOznicy ciggu (a,, ) —{ 5 oraz wyznaczenie pierwszego wyrazu i roznicy ciggu (bn ) 13
r = r =

ALBO
rozwigzanie, w ktérym prawidtowo wyznaczono wzor na n-ty wyraz ciagu (an ), albo rozwigzanie, w kto-

rym prawidlowo wyznaczono wzor na n-ty wyraz ciggu (bn)
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Matematyka. Poziom rozszerzony
Probna Matura z OPERONEM dla szkot ponadpodstawowych

2 pkt — rozwigzanie, w ktorym zostal dokonany istotny postep, ale nie zostaly pokonane zasadnicze

D . a,=5 .

trudnoSci zadania — wyznaczenie pierwszego wyrazu i roznicy ciggu (an)—{ ! 5 albo wyznaczenie
. U b =2 T

pierwszego wyrazu i roznicy ciaggu (bn)—{ ' 3

r =

1 pkt — rozwigzanie, w ktorym zostat dokonany niewielki postep, ale konieczny do rozwigzania zadania

— zapisanie uktadu réwnan pozwalajagcego wyznaczyCé pierwszy wyraz i rdznicg ciggu (an), np.

2a,+6r =22 S . . C o
, albo zapisanie ukfadu réwnafn pozwalajacego wyznaczyC pierwszy wyraz i réznicg

a, (al +4r) =065
bitb +48r" o a5
ciagu (b, ), np. : '
bt rtb +49r" oo 95

2
0 pkt — rozwigzanie, w ktorym nie ma niewielkiego postepu, albo brak rozwigzania

Przyktadowe rozwigzanie
Z tresci zadania wynika, ze g, (al + 4r) =65ia +r+a, +5r=22.
Rozwigzujemy uktad rOwnan:

a, =11-3r a, =11-3r a, =11-3r

= =

a(a,+4r)=65 |(11-3r)(1147r)—65=0  |-3r>—22r+56=0
—3r2-22r+56=0
. 22-34 _ 2 lubr — 22+34

A =1156

= —9% < 0 wynik sprzeczny z informacja o tym, ze (a, )

jest ciggiem rosngcym

a =5
Rozwigzaniem ukladu jest para { : 5" Wyraz ogdlny ciagu (an) mozna przedstawi¢ wzorem:
;=

a,=5+2(n—1),stad a, =2n+3.
Z tredci zadania wynika, ze skoro:
b +by+bs+---4b;; + by =1850
by + by + by + -+ byg + bsy =1925,

to spetniony by¢ musi uktad réwnan:
b1 + b49

.25 =1850
2
btby 51905
2
b +by o b +b +48r"
=25 =1850 S .25=1850 é{b1+24"=74;${r':3
%.25:1925 W%:lm bi+25r' =71 " | =2

Wyraz ogolny ciagu (b,) mozna przedstawi¢ wzorem b, =2+ 3(n—1), czyli b, =3n—1.

Obliczamy granice:

’ 3
. a . 2n+3 . +Z 2
lim -2 = lim =lim ==
n—o b  n—x3n—1 ,Hoo3_l
n
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Matematyka. Poziom rozszerzony
Probna Matura z OPERONEM dla szkot ponadpodstawowych

Zadanie 4. (0-4)

Wymagania ogolne Wymagania szczegolowe

ITI. Wykorzystanie i interpretowanie reprezen- | Zdajacy:

tacji. VILS5) (R) korzysta z wzoréw na sinus, cosinus
1. Stosowanie obiektow matematycznych i opero- | i tangens sumy i roznicy katéw, a takze na funk-
wanie nimi, interpretowanie poje¢ matematycz- | cje trygonometryczne katéw podwojonych;

nych. VIIL.6) (R) rozwiazuje rdwnania trygonometrycz-
2. Dobieranie i tworzenie modeli matematycz- ne o stopniu trudnosci nie wigkszym niz w przy-
nych przy rozwigzywaniu problemdw praktycz- | kfadzie 4cos 2x cos 5x = 2cos 7x + 1.

nych i teoretycznych.

Zasady oceniania

Rozwigzanie zadania sklada si¢ z dwoch etapow.

Pierwszy to wykluczenie ze zbioru [0, 27| rozwigzan rownania sin% = 0 i uzyskanie wyniku x €<0, 2m].

1 pkt — poprawne wyznaczenie zbioru rozwigzan rOwnania sz =0

Drugi etap to rozwiazanie rOwnania trygonometrycznego cos2x —cos x = 0 w przedziale (0, 27r>. Zaten

etap mozna otrzyma¢ maksymalnie 3 pkt.

3 pkt — rozwigzanie poprawne i otrzymanie w toku poprawnego rozumowania wyniku:
€ 2 s 4 2
X L Rl
3°3
2 pkt-rozwigzanie, w ktorym zostal dokonany istotny post¢p —wyznaczenie rozwigzan rownania w zbio-

rze liczb rzeczywistych w postaci: x = %kﬂ' ik €Zlubw postacix = %w +2km, lubx = —%w +2km, lub
x = 2km 1k € Z, albo rozwiagzanie jednego z rOwnan sing =0 lub sin37x = 0 w zbiorze (O, 27r>, lub roz-

wigzanie jednego z réwnan cosx = —% lub cos x =1 w zbiorze (0, 27r>

1 pkt — rozwigzanie, w ktorym zostat dokonany niewielki postep, ale konieczny do rozwigzania — wyko-
rzystanie wzoru na roznicg cosinusow i zapisanie alternatywy réwnan trygonometrycznych, np. smE =0
.3
lub sin > =0
2
ALBO

wykorzystanie wzoru na cosinus podwojonego argumentu, zastosowanie podstawienia ¢ = cosx i zapi-

sanie rownania kwadratowego, np. 2> —t—1=10
ALBO
zapisanie, ze cos2x = cosx-[(2x =x + 2km lub 2x = —x+2knm) ik € C]

0 pkt — rozwigzanie, w ktérym nie ma niewielkiego postgpu, albo brak rozwigzania

Uwaga: Jezeli zdajacy nie uwzgledni koniecznego zalozenia i rozwigzan szuka w przedziale domknig-
tym (0, 27r>, to za etap 1. otrzymuje 0 pkt, a za etap 2. — maksymalng liczb¢ punktéw, gdy konsekwentnie

do btedu otrzyma odpowiedZ x € «[0, %w, %w, 27r}.
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Matematyka. Poziom rozszerzony
Probna Matura z OPERONEM dla szkot ponadpodstawowych

Przykladowe rozwigzanie
Etap 1.

Z postaci rOwnania wynika, ze spelniony by¢ musi warunek smzi 0. Rozwigzemy réwnanie sz =0,
by wykluczy¢ ze zbioru (0, 27r> pierwiastki tego rOwnania.

sn% :0;»%:kﬂke%:sx:4kmkez

(x e (O, 27r> i Sil’l%i 0)<x E(O, 277)

Etap 2.

Metoda 1.

Nalezy rozwiaza¢ réwnanie cos2x —cosx = 0. Do jego lewej strony zastosujemy wzor na rdznice cosi-
nusow.

cos2x—cosx =0 é72sin§ sin%(: 0=

sin£ =01lub sin3—x = 0]
2 2

sin£:0<:>
2

%—kwikéZ}@(x—%wikGZ)

sin3—x:0<:> 3—x:k7rik€Z
2 2

@[ngkwikel]

[x =2kmlubx = %kw

ikeZ, coylix = %kw, odzic ke 7,

Poniewaz x 6(0, 277), to rozwigzaniami sg jedynie %w, %77 2.
X€E {%w, i71', 271'}
3°3

Metoda 2.

Przeksztatcamy rownanie do postaci rOwnowaznej, stosujagc wzOr na cosinus podwojonego argumentu
cos2x—cosx =0=2cos*x—1—cosx =0.

Wygodnie jest zastosowac podstawienie t = cosx dlat € (—1, 1).

Otrzymujemy pomocniczo rownanie kwadratowe, ktdre nastgpnie rozwigzujemy:

2 —t—1=0 A=9 tlz—%lubtzzl

Na podstawie obliczen zapiszemy alternatywe rownan elementarnych z niewiadoma x:
cosXx = —%lub cosx=1

Zatem:

[XZ%TF-I-ZIC’IT lub x= —%W—&-Zkﬂ, lub x=2kr|ikeZ

2 4
XE{\—T,—T, 27
3 °3

Metoda 3.

€0s2x = cos X < (2x=x+2km lub 2x=—x+2kn)i k€ Z

[x:2k7r lub x=§kﬂ' ikeZ

Poniewaz x 6(0, 277), to rozwigzaniami sg jedynie %w, %w i27.

2 4
XE{—m,—m, 2T
(532
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Matematyka. Poziom rozszerzony
Probna Matura z OPERONEM dla szkot ponadpodstawowych

Zadanie 5. (0-3)

Wymagania ogolne

Wymagania szczegolowe

ITI. Wykorzystanie i interpretowanie reprezen-
tacji.

1. Stosowanie obiektow matematycznych i opero-
wanie nimi, interpretowanie poje¢ matematycz-
nych.

3. Tworzenie pomocniczych obiektéw mate-
matycznych na podstawie istniejacych, w celu
przeprowadzenia argumentacji lub rozwigzania
problemu.

Zdajacy:

V.7) szkicuje wykres funkcji kwadratowej zada-
nej wzorem,;

V.4) odczytuje z wykresu funkcji dziedzing,
zbior warto§ci, miejsca zerowe, przedzialy
monotonicznosci, przedziaty, w ktérych funkcja
przyjmuje wartosci wigksze (nie mniejsze) lub
mniejsze (nie wigksze) od danej liczby, najwick-
sze i najmniejsze wartosci funkcji (o ile istnieja)
w danym przedziale domknigtym oraz argumen-
ty, dla ktérych wartoSci najwigksze i najmniejsze
sa przez funkcje przyjmowane;

1.4) stosuje zwiazek pierwiastkowania z po-
tegowaniem oraz prawa dzialan na potggach

i pierwiastkach;

V.13) postuguje si¢ funkcjami wykiadnicza
ilogarytmiczng, w tym ich wykresami, do opisu
i interpretacji zagadnief zwigzanych z zastoso-
waniami praktycznymi.

Zasady oceniania

3 pkt — rozwigzanie poprawne — wyznaczenie zbioru wartosci funkcji £, czyli przedziatu (—9, 40)

2 pkt — rozwigzanie, w ktoérym zostaly pokonane zasadnicze trudno$ci zadania — stwierdzenie, ze po-

mocnicza funkcja o wzorze g(t) =1* —2t—8 jest okreSlona dla ¢ €<%, 8>

1 pkt — rozwigzanie, w ktorym zostat dokonany istotny postep — podstawienie ¢ = 2* i stworzenie po-

mocniczej funkeji gr) = > — 21— 8

0 pkt — rozwigzanie, w ktorym nie ma istotnego postepu, albo brak rozwigzania

Przyktadowe rozwigzanie

Zapiszemy wzOr tej funkcji w postaci ulatwiajacej zastosowanie podstawienia:

4 -2 -8 =(27) ~2=27-8

Niech ¢ = 2*, wtedy wyrazenie 4° —2*"' —8 zapisa¢ mozemy jako > —2¢ —8.

Pomocniczg funkcja bedzie funkcja g(¢) = 1> —2¢—8.

Wyznaczymy teraz jej dziedzing.

Z wtasnosci funkcji wyktadniczej mamy, ze jeSlix € (—1, 3), to 2* przyjmuje wszystkie wartoSci z prze-

dziatu <l, 8>.
2

B 2

y=2

4 3.5-10
4-3-2-1)

23 4x
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Matematyka. Poziom rozszerzony
Probna Matura z OPERONEM dla szkot ponadpodstawowych

Funkcja pomocnicza g ma wzor g(t) = t* — 2t — 8 i jest okreslona dla % <t<8.

Na podstawie wtasnosci wykresu funkcji g podamy poszukiwany zbiér wartosci. W celu analizy wykresu
wyznaczamy miejsca zerowe funkcji g i wierzchotek W paraboli, ktorej ten wykres jest fragmentem.

?—2t—-8=0
A=4+4+32=36,t :%:—2,@ =4
W=(1,-9)

1

Obliczymy wartoSci tej funkcji na kraficach jej dziedziny g[%] =1~ 1-8= —8% ig(8)=64—16—8 = 40.

Na rysunku jest narysowana cze$¢ paraboli. Fragmentem tej paraboli jest tez wykres funkcji g. Jego

koficami sg punkty paraboli [%, -8 %] i (8, 40).

Najmniejszg wartoScia, jakg funkcja g osiagnie dla argumentéw ¢ e<%, 8>, jest rzedna wierzchotka,

czyli —9, a najwieksza jest 40. Funkcja osigga wszystkie wartosci z przedziatu (—9, 40).

ZW; = (-9,40).

Zadanie 6. (0-4)

Wymagania ogolne

Wymagania szczegolowe

IV. Rozumowanie i argumentacja.

1. Przeprowadzanie rozumowan, takze kilku-
etapowych, podawanie argumentow uzasadnia-
jacych poprawno$¢ rozumowania, odréznianie
dowodu od przykiadu.

ITI. Wykorzystanie i interpretowanie reprezen-
tacji.

2. Dobieranie i tworzenie modeli matematycz-
nych przy rozwigzywaniu problemow praktycz-
nych i teoretycznych.

Zdajacy:

XII1.3) (R) oblicza pochodng funkcji potego-
wej o wykladniku rzeczywistym oraz oblicza
pochodna, korzystajac z twierdzen o pochodne;j
sumy, roznicy, iloczynu i ilorazu;

4) (R) stosuje pochodng do badania monotonicz-
nosci funkc;ji;

II1.5) (R) analizuje r6wnania i nierownosci
liniowe z parametrami oraz réwnania i nierOw-
no$ci kwadratowe z parametrami, w szczeg0l-
nosci wyznacza liczbe rozwigzan w zaleznoSci
od parametréw, podaje warunki, przy ktérych
rozwigzania majq zadang wtasnos¢, i wyznacza

rozwigzania w zaleznoSci od parametrow.
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Matematyka. Poziom rozszerzony
Probna Matura z OPERONEM dla szkot ponadpodstawowych

Zasady oceniania

1
4 pkt — rozwigzanie poprawne — funkcja f nie ma ekstreméw dla m € <O, 5>

3 pkt — rozwigzanie, w ktérym zostaly pokonane zasadnicze trudno$ci zadania, zapisanie warunkOw na

brak zmiany znaku pochodnej {—Zm <0 Iu {—Zm >0 , w przypadku gdy licznik
A=16m>—-8m<0 A=16m>—-8m<0

pochodnej jest wyrazeniem kwadratowymi, i uzasadnienie, ze dla m = 0 pochodna funkcji ma postaé

f '(x) :% i nie zmienia znaku, lub pominigcie przypadku, gdy licznik pochodnej jest liniowy, i roz-

. Lo 1
lu oraz uzyskanie odpowiedzi me|0, —
A=16m*>-8m <0 A=16m*-8m <0 2

2 pkt — rozwiazanie, w ktorym zostal dokonany istotny postep — uzasadnienie, ze dla m = 0 pochodna

. . ) {—2m<0 [—2m>0
wiazanie warunkow

1 nie zmienia znaku

funkcji ma posta¢ f'(x)=

1)
ALBO
zapisanie warunkow na to, by wyrazenie kwadratowe —2mx”+4mx—1 nie zmienialo znaku
—2m<0 —2m>0
lub
A=16m*—-8m<0 A=16m*-8m<0

1 pkt — rozwiazanie, w ktorym zostatl dokonany niewielki postep — obliczenie pochodnej funkcji
, —2mx® +4mx —1
f (x): 2
(x—1)

0 pkt — rozwigzanie, w ktérym nie ma niewielkiego postepu, albo brak rozwigzania

Uwaga: Za rozwiazanie, w ktorym jedynym btedem jest uwzglednienie warunku A < 0 zamiast A <0,
zdajacy otrzymuje 3 punkty.
Przykladowe rozwigzanie

Obliczamy pochodng funkcji f:
—4mx(x —1)—1+2mx’ _ 2mx? fdmx—1

f(x)=
( ) (x_1>2 (x_1>2
f'(x) nie zmienia znaku, gdy wyrazenie —2mx” 4+ 4mx —1 nie zmienia znaku dla x € D
Tak bedzie, gdy m = 0. Wtedy f'(x) = ﬁ< 0 dla kazdej wartoscix € D.
x—1

Dla m = 0 wyrazenie —2mx* 4+ 4mx —1 nie zmieni znaku, gdy:
—2m<0 —2m>0
Iub
A=16m>—-8m <0 A=16m>—-8m <0
Wyznaczamy wszystkie warto$ci parametru m, dla ktérych jest spetniona ta alternatywa:
m>0 m<0

1 lub 1
l16m|m——|<0 16m|m——|<0
2 2
Zatem:
m>0 m<0 |
lub , Wi €0, —
me\O,% . me\O,ll wieem 2>

wiecej arkuszy na matematyzm.pl



Matematyka. Poziom rozszerzony
Probna Matura z OPERONEM dla szkot ponadpodstawowych

Po uwzglednieniu parametru m = 0 otrzymujemy, ze m € <0, %>

me<0,l>
2

Zadanie 7. (0-4)

Wymagania ogdlne Wymagania szczegolowe
IV. Rozumowanie i argumentacja. Zdajacy:
1. Przeprowadzanie rozumowan, takze kilku- VIIL.3) (R) przeprowadza dowody geometrycz-
etapowych, podawanie argumentow uzasadnia- | ne;
jacych poprawno§¢ rozumowania, odréznianie VIII.11) stosuje funkcje trygonometryczne do
dowodu od przyktadu. wyznaczania diugo$ci odcinkdw w figurach pla-

3. Dobieranie argumentdéw do uzasadnienia po- | skich oraz obliczania pdl figur;

prawnosci rozwigzywania probleméw, tworzenie | I1.1) stosuje wzory skroconego mnozenia na:
ciggu argumentow, gwarantujacych poprawno$¢ | (a+ b)z ,(a— b)2 ia®—b>.

rozwigzania i skuteczno$§¢ w poszukiwaniu roz-
wigzan zagadnienia.

Zasady oceniania

4 pkt — rozwigzanie poprawne — pelne uzasadnienie tezy

3 pkt — rozwigzanie, w ktdrym zostaly pokonane zasadnicze trudnoSci zadania, ale rozwigzanie nie
zostalo doprowadzone poprawnie do konicowej postaci — doprowadzenie do tezy bez pisemnego uza-
sadnienia, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych iloczyn tych liczb jest mniejszy lub réwny polowie sumy
ich kwadratéw, badZ bez uzasadnienia, ze skoro a, b, ¢ i d sa jako dtugosci bokéw liczbami dodatnimi,
to uzasadnienie nier6wnosci wynika z zalezno$ci mi¢dzy Srednimi

2 pkt — rozwigzanie, w ktdrym zostat dokonany istotny postep, ale nie zostaly pokonane zasadnicze
trudnoS$ci zadania — wykorzystanie faktu, ze warto$¢ funkcji sinus jest zawsze mniejsza lub rowna 1

i oszacowanie pola P < %a -d +%b~c
1 pkt — rozwigzanie, w ktorym zostat dokonany niewielki postep, ale konieczny do rozwigzania zadania
— zapisanie pola czworokata jako sumy pdl dwdch trojkatow z zastosowaniem wzoru wykorzystujacego

sinus kata miedzy dwoma bokami trojkata
0 pkt — rozwigzanie, w ktorym nie ma niewielkiego postepu, albo brak rozwigzania

Przykladowe rozwigzanie

Zapiszemy pole czworokata ABCD jako sume pol trojkatow ABD i DBC:
1 1

P=—a-d-sina+—b-c-sin
2 2 !

Poniewaz sina <1isinvy <1, to prawdziwa jest nierdwnos¢:

1 1 1 1
P=—a-d-si Zb.c-sinv<=—a-d+—b-
2a 51na+2 CSHW_za +2 c

10
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Matematyka. Poziom rozszerzony
Probna Matura z OPERONEM dla szkot ponadpodstawowych

Ponadto poniewaz dla dowolnych liczb a i d prawdziwa jest nierowno§¢ (a —d )2 >0, to mozemy wyka-

a’+d?

za¢, ze dla dowolnych liczb a i d prawdziwa jest nierdwnoS$¢ ad <

a’+d?

(a—d) >0=a*—2ad+d*>0=a* +d*>2ad = ad <

2 2

Analogicznie mozna wykazaé prawdziwos$¢ nieréwnosci be < . Wykorzystujac te nieréwnosci,

otrzymujemy, ze:

1 1 1 1
2adi-be==(a-dib-c)<=
a +2 c 2(a + c)_2

a*+d? Jrb2+c2]_ a4+ b+ +d?

2 2 2 4
Zatem:

2 2 2 2
P S W C.n.d'

Zadanie 8. (0-6)

Wymagania ogdlne Wymagania szczegélowe
ITI. Wykorzystanie i interpretowanie reprezen- Zdajacy:
tacji. IX.1) rozpoznaje wzajemne polozenie prostych
2. Dobieranie i tworzenie modeli matematycz- na plaszczyZnie na podstawie ich rownan, w tym
nych przy rozwigzywaniu probleméw praktycz- | znajduje wspdlny punkt dwoch prostych, jesli
nych i teoretycznych. taki istnieje;
3. Tworzenie pomocniczych obiektéw mate- IX.2) postuguje si¢ rGwnaniem prostej na ptasz-
matycznych na podstawie istniejacych, w celu czyZnie w postaci kierunkowej, w tym wyzna-
przeprowadzenia argumentacji lub rozwigzania | cza réwnanie prostej o zadanych wtasno$ciach
problemu. (takich jak na przykiad przechodzenie przez dwa
I1I. Wykorzystanie i interpretowanie reprezen- | dane punkty, znany wsp6tczynnik kierunkowy,
tacji. rOwnoleglos¢ lub prostopadios$é do innej prostej,
IV. Rozumowanie i argumentacja. styczno$¢ do okregu).
4. Stosowanie i tworzenie strategii przy rozwiazy-
waniu zadaf, rOwniez w sytuacjach nietypowych.

Zasady oceniania
6 pkt — rozwigzanie poprawne i uzyskanie odpowiedzi: A = (—1,4), B=(-5,8)iC =(3,12)

5 pkt — rozwiazanie, w ktorym zostaly wyznaczone wspotrz¢dne punktdéw A, B i C, ale popetniono przy
tym btedy rachunkowe

4 pkt — rozwigzanie, w ktorym wyznaczono wspOtrzedne punktow 4 i B

3 pkt — rozwigzanie, w ktorym zostaly pokonane zasadnicze trudnoSci zadania — wyznaczenie wspol-
rzednych punktu 4 oraz rdwnania prostej bedacej osig symetrii tego trojkata—y =x + 9

2 pkt — rozwigzanie, w ktorym zostal dokonany istotny postep, ale nie zostaly pokonane zasadnicze
trudnoSci zadania — wyznaczenie wspOirzednych punktu wspolnego prostej rownoleglej do prostej AB
i przechodzacej przez D oraz prostej zawierajacej rami¢ AC — punktu (1, 8)

ALBO

wyznaczenie wspoirzednych punktu 4 oraz wyznaczenie rownania prostej rdwnolegtej do prostej AB
i przechodzacej przez punkt D

1 pkt — rozwigzanie, w ktorym zostat dokonany niewielki postep, ale konieczny do rozwigzania zadania
—wyznaczenie wspOlrzednych punktu 4

ALBO

wyznaczenie rownania prostej rownoleglej do prostej AB i przechodzacej przez punkt D

0 pkt — rozwigzanie, w ktorym nie ma niewielkiego postepu, albo brak rozwigzania

11
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Matematyka. Poziom rozszerzony
Probna Matura z OPERONEM dla szkot ponadpodstawowych

Przykladowe rozwigzanie

Na rysunku przedstawiono trojkat ABC z zaznaczonym punktem D. Przez ten punkt jest poprowadzona
prosta rownolegta do podstawy AB trojkata. Przecina ona rami¢ AC trojkata w punkcie E. Punkt M,
lezacy na prostej bedacej osig symetrii trojkata, jest Srodkiem odcinka ED.

C
E/\D
M
A P B
y=2%+6

Wyznaczamy wspoirzedne punktu 4. Spetniajg one uktad réwnan:

y=-x+3 2x+6=—x+3 x=-1
= =

y=2x+6 y=2x+6 y=4

Prosta ED ma rOéwnanie postaciy = —x + b.

Wspotrzedne punktu D spetniaja to rOwnanie, wiec:

10=1+b=0=9

Roéwnaniem prostej ED jest rOwnanie y = —x + 9.

=—x+9 2x+6=—x+9 =1
y=—xt { x X :>{x_8,czyliE:(1,8).

y=—x+3

,czylid = (—1, 4)

Wyznaczamy wspolrzedne punktu E: {

y=2x+6 y=2x+6 =
M jest srodkiem odcinka DE, czyli M = [_12+ 1 , #] M=(0,9)

Prosta CM jest prostopadta do prostej AB, czyli jej rbwnanie ma postaéy =x + k.

M nalezy do tej prostej, czyli kK = 9.

Prosta CM ma réwnaniey =x + 9.

Wyznaczamy wspOirzedne punktu P, ktory jest Srodkiem odcinka AB i jednocze$nie jest punktem

wspolnym prostych CM i AB.

Rozwigzujemy uktad réwnan:

{y:x+9 {—x+3=x—|—9 {x:—3

= =

y=—x+3 |y=—x+3

Zatem: P =(—3,6)

y=6

Wyznaczamy wspoOtrzedne wierzchotka B:

[%:_314?3 :6]:,()% ——5iy, =8),czyli B=(-5,8)

Wyznaczamy wspoirzedne wierzchotka C:

—2x+6 9—2x46 [x=3
{y T :,{” *r :s{x , czyli € = (3,12)

y=x+9 y=x+9
A :(—1,4),Bz(—5,8)iC:(3,12)

12
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Matematyka. Poziom rozszerzony
Probna Matura z OPERONEM dla szkot ponadpodstawowych

Zadanie 9. (0-4)

Wymagania ogolne

Wymagania szczegolowe

ITI. Wykorzystanie i interpretowanie reprezen-
tacji.

1. Stosowanie obiektow matematycznych i opero-
wanie nimi, interpretowanie poje¢ matematycz-
nych.

2. Dobieranie i tworzenie modeli matematycz-
nych przy rozwigzywaniu probleméw praktycz-
nych i teoretycznych.

I1. Wykorzystanie i tworzenie informacji.

1. Interpretowanie i operowanie informacjami
przedstawionymi w tekScie, zardwno matema-
tycznym, jak i popularnonaukowym, a takze

w formie wykresow, diagramow, tabel.

Zdajacy:

VIIIL.8) korzysta z cech podobiefistwa trojkatow;
V.1) okresla funkcje¢ jako jednoznaczne przypo-
rzadkowanie za pomocg opisu sfownego, tabeli,
wykresu, wzoru (takze r6znymi wzorami na
réznych przedziatach);

XIII. rozwigzuje zadania optymalizacyjne

w sytuacjach dajacych si¢ opisa¢ funkcjg kwadra-
towa.

albo

XIIL5) (R) rozwiazuje zadania optymalizacyjne
z zastosowaniem pochodne;.

Zasady oceniania

4 pkt — rozwigzanie poprawne — pole powierzchni prostokata spetniajacego warunki zadania jest rowne
3

18= dm?
8
3 pkt — rozwigzanie, w ktérym zostaly pokonane zasadnicze trudno$ci zadania, ale rozwigzanie nie
zostalo doprowadzone poprawnie do koncowej postaci — brak obliczenia pola
ALBO
obliczenie najwigkszego pola prostokata bez petnego uzasadnienia istnienia warto$ci najwiekszej, 0sia-

ganejdlax =5 % (w tym bez pordwnania najwickszego pola z polami prostokatow o bokach dtugosci

3dmi5dmoraz3 dmi6 dm)
2 pkt — rozwigzanie, w ktorym zostal dokonany istotny postep, ale nie zostaly pokonane zasadnicze
trudnoSci zadania — zapisanie wzoru funkcji opisujacej pole prostokata, np. P(x) =x=|7 %x}
ixe[3,0]
1 pkt — rozwigzanie, w ktorym zostat dokonany niewielki postep, ale konieczny do rozwigzania zadania
—uzaleznienie dtugosci jednego boku prostokata od diugoSci drugiego boku, np. y :¥
0 pkt — rozwigzanie, w ktérym nie ma niewielkiego postgpu, albo brak rozwiagzania
Przykladowe rozwigzanie
Metoda 1:
E 3 D
I X F
M H C
5 y
3
A Ke N B
Obliczamy pola najwigkszych prostokatéw uzyskanych w wyniku tylko jednego cigcia.
Pole prostokata EDKA jest rowne 3-5 =15 dm?.
Pole prostokata MCBA jest rowne 3-6 = 18 dm”.
13
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Matematyka. Poziom rozszerzony
Probna Matura z OPERONEM dla szkot ponadpodstawowych

W przypadku gdy linie cigcia przecinaja si¢ na odcinku DC:
P=x-y ixe[3,6]iy€[3,5}

DG| |DH —
ADGF ~ ADHC (kik), wige (PG _1PH| 5=y 2
|GF| |HC x=3 3
7Y _2 s 3y—ox—6my=_H2_7_ 2,
x=3 3 3 3
Metoda 2:
Pole pieciokata to suma pola prostokata EDKA i trapezu FCBN:
3+5

P=3.5+——3=27
2

Pole tego pigciokata mozna tez policzy¢ jako sume pdl prostokata ALFN i trapezéw FNBC i EDFL.

P:x-y+xTH-(5—y)+3+Ty-(6—x)
Mamy:
x~y+%3~(57y)+3+Ty~(67x):27:>2xy (2 3)(5- )+ (34 y)(6-x)=54=

=2xy +5x —xy+15-3y+18-3x+6y—xy =54 = 2x + 3y:21:>y:7—§x

ZapisaliSmy pole P prostokata, w przypadku gdy linie ci¢cia przecinaja si¢ na odcinku DC, jako funkcje
jednej zmienne;j.

P(x):x-[7—§x

Obliczamy pochodng tej funkcji:

ix€[3,6], czyli P(x) = —%xz +7x

P'(x)= —% -x + 7 ibadamy jej znak:
—ix +7> 0:>ix < 7:>x<2,wic;c:
3 3 4

3,51]
4

P'(x) <0 dlaxe[S%, 6]

P'(x)>0dlaxe

Ze zmiany znaku pochodnej wynika istnienie maksimum w punkcie x = 51, z monotoniczno$ci wynika,
ze w tym punkcie osiaga funkcja takze warto$¢ najwigksza. 4
Uwaga: Mozliwe jest uzasadnienie osiggania warto$ci najwigkszej na podstawie wtasnoSci funkcji kwa-
dratowej.
p[sl] :2.[7_ﬂ}:2.[7_1] _ 21T W7 g3 g2

4) 4 3.4 4 2 8 8 8

To pole jest wigksze od pdl prostokatow uzyskanych w wyniku tylko jednego ciecia.

Zadanie 10. (0-5)

Wymagania ogolne Wymagania szczegolowe

III. Wykorzystanie i interpretowanie reprezen- | Zdajacy:

tacji. X.4) oblicza objetosci i pola powierzchni grania-
1. Stosowanie obiektow matematycznych i opero- | stostupow i ostrostupow;

wanie nimi, interpretowanie poje¢ matematycz- | X.3) (R) rozpoznaje w graniastostupach i ostro-
nych. stupach katy migdzy Scianami, oblicza miary

2. Dobieranie i tworzenie modeli matematycz- tych katow.

nych przy rozwigzywaniu problemoéw praktycz-
nych i teoretycznych.

14
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Matematyka. Poziom rozszerzony
Probna Matura z OPERONEM dla szkot ponadpodstawowych

Zasady oceniania

5 pkt — rozwigzanie poprawne — wyznaczenie objetosci V' = 36 cm® i pola powierzchni catkowitej
P.= (36 + 363 ) cm?

4 pkt — rozwiagzanie, w ktdrym przy zastosowaniu poprawnej metody obliczono objetosci i pole po-
wierzchni catkowitej ostrostupa, ale popetniono przy tym btedy rachunkowe

3 pkt — rozwiazanie, w ktorym wyznaczono diugo§¢ wysokoSci ostrostupa i dtugos$¢ jego krawedzi bocz-
nejb=3V3iH=3

2 pkt — rozwigzanie, w ktorym zostal dokonany istotny postep — porOéwnanie pol Sciany bocznej obli-
czonych r6znymi sposobami i obliczenie dtugosci krawedzi bocznej: b = 33

1 pkt — rozwigzanie, w ktorym zostat dokonany niewielki postep, ale konieczny do rozwigzania zadania
— poprawne wybranie trojkata z katem miary 120° i wyznaczenie dlugo$ci ramienia tego trojkata, niech
¢ oznacza t¢ diugos$¢, wtedy ¢ = 246

ALBO

wyznaczenie w zalezno$ci od dtugosci krawedzi bocznej, np. b, i dtugoSci krawedzi podstawy, a (a = 6),

2
dtugosci wysokosci §ciany bocznej ostrostupa ,|b* — %

0 pkt — rozwigzanie, w ktorym nie ma niewielkiego postgpu, albo brak rozwiazania

Przykladowe rozwigzanie

a=6cm
W tréjkacie S'BS sin 60° = ENE) =c :% =2./6.
C

2
Wysoko§¢ trojkata BCS opuszczona z S ma dlugos$¢ , /bz —%.
Jesli porbwnamy obliczone na dwa sposoby pola, otrzymujemy réwnos¢:

2
%bc :%a b? J’T =2/6b = 6:/b* —9

24b* = 36b* —324 = b =33

2
H2+(3\/§) —27= H>~-9=H=3
V=36cm?

PCa2+4-% =36+ 2-2:/6 33 = 36 + 124/18 = 36 + 36+/2cm?

15
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Matematyka. Poziom rozszerzony
Probna Matura z OPERONEM dla szkot ponadpodstawowych

Zadanie 11. (0-3)

Wymagania ogolne Wymagania szczegolowe

ITI. Wykorzystanie i interpretowanie reprezen- | Zdajacy:

tacji. XI1.1) (R) oblicza liczbe¢ mozliwych sytuaciji, spet-
1. Stosowanie obiektow matematycznych i opero- | niajacych okreSlone kryteria, z wykorzystaniem
wanie nimi, interpretowanie poje¢ matematycz- | reguly mnozenia i dodawania (takze facznie)

nych. oraz wzorow na liczbe: permutacji, kombinacji

2. Dobieranie i tworzenie modeli matematycz- i wariacji, rowniez w przypadkach wymagajacych
nych przy rozwigzywaniu probleméw praktycz- | rozwazenia zlozonego modelu zliczania elemen-
nych i teoretycznych. tow.

Zasady oceniania

3 pkt — rozwigzanie poprawne — obliczenie liczby kartek: 36 wraz z uzasadnieniem

2 pkt — rozwigzanie, w ktérym zostaly pokonane zasadnicze trudnos$ci zadania, ale rozwigzanie nie
zostalo doprowadzone poprawnie do koficowej postaci — obliczenie, ile jest kartek, w przypadku gdy
kazdego dnia ma by¢ rozwigzywana inna liczba zadan — 24

ALBO

obliczenie, ile jest kartek, w przypadku gdy podczas dwoch dni ma by¢ rozwigzywana ta sama liczba
zadaf — 12

ALBO

obliczenie obu wyzej wymienionych liczb z btedem rachunkowym

1 pkt — rozwigzanie, w ktorym zostat dokonany istotny postep — rozdziat zadan na trzy grupy: {1, 1, 8},

(1,2,7},{1,3,6},{1,4,5},{2,2,6},{2,3,5},{2, 4,4}, {3,3, 4}

0 pkt — rozwigzanie, w ktorym nie ma istotnego postepu, albo brak rozwigzania

Uwaga: Jesli zdajacy pominie jeden przypadek sposrod: {1,1,8}, {1,2,7}, {1,3,6}, {1,4,5}, {2, 2,6},
{2,3,5},{2,4,4}, {3,3,4}, to za cale zadanie (przy poprawnym rozumowaniu) moze najwigcej otrzy-
mac 1 pkt. Jesli zdajacy, wypisujac zapisy na poszczegdlnych karteczkach, pominie jeden przypadek, to

za cale zadanie moze otrzymac najwiecej 2 pkt.

Przykladowe rozwigzanie
Rozdziat zadan na trzy grupy:

(1,1,81,{1,2,7},{1,3,6}, {1,4,5},{2,2,6},{2,3,5},{2, 4,4}, {3,3,4}, np.: {1, 1,8}

Dzien Poniedziatek Wtorek Sroda
1 1 8
Liczba zadanh 1 8 1
8 1 1
{1,2,7} jest 3! = 6 przestawien
Dzien Poniedziatek Wtorek Sroda
1 2 7
1 7 2
2 1 7
Liczba zadan
2 7 1
7 1 2
7 2 1

16

wiecej arkuszy na matematyzm.pl



Matematyka. Poziom rozszerzony
Probna Matura z OPERONEM dla szkot ponadpodstawowych

Jedli podczas dwdch dni jest rozwigzywana ta sama liczba zadan, to takie ustawienia sg 3; jezeli kazde-
go dnia jest rozwigzywana inna liczba zadaf, to takich ustawien jest 3! = 6.
Liczba kartek bedzie rowna 4-3+4-6 = 36.

Zadanie 12. (0-5)

Wymagania ogolne Wymagania szczegélowe

II1. Wykorzystanie i interpretowanie reprezen- | Zdajacy:

tacji. X11.2) oblicza $rednig arytmetyczng i Srednig
1. Stosowanie obiektow matematycznych i opero- | wazona, znajduje median¢ i dominante;
wanie nimi, interpretowanie poj¢¢ matematycz- | XII.2) (R) stosuje schemat Bernoullego.
nych.

2. Dobieranie i tworzenie modeli matematycz-
nych przy rozwigzywaniu problemow praktycz-
nych i teoretycznych.

Zasady oceniania

5 pkt — rozwigzanie poprawne — uzyskanie odpowiedzi ,,nalezy wysia¢ przynajmniej 6 nasion”

4 pkt — rozwigzanie, w ktérym zostaly pokonane zasadnicze trudno§ci zadania — zapisanie nieréwnosci
z niewiadoma n oznaczajaca liczb¢ nasion, ktdre trzeba wysiac, aby z prawdopodobiefistwem wigkszym
od 0,99 mozna byto stwierdzi¢, ze przynajmniej jedno z nich wykietkuje: (0,4)" <0,01

3 pkt — rozwigzanie, w ktorym zostaly pokonane zasadnicze trudno$ci zadania — zapisanie, z uzyciem
schematu Bernoullego, prawdopodobiefistwa zdarzenia, Ze przy wysianiu n nasion przynajmniej jedno

wykietkuje, np. P(4) = 1 _[g](O,G)O (0,4)"

2 pkt — rozwigzanie, w ktérym zostat dokonany istotny postep — zauwazenie, ze w zadaniu mamy do
czynienia ze schematem Bernoullego, gdzie proba jest wysiew jednego nasiona i prawdopodobiefistwo
sukcesu w jednej probie jest rowne p = 0,6

1 pkt — rozwiazanie, w ktorym zostat dokonany niewielki postep, ale konieczny do rozwigzania zadania
— obliczenie na podstawie danych z tabeli sily kietkowania: 60%

0 pkt — rozwigzanie, w ktorym nie ma niewielkiego postepu, albo brak rozwigzania

Przykladowe rozwigzanie

Sita kietkowania jest rowna 50-+66+92 Jeri)l()O +106-+166 100% = 60 %.

Niech probg Bernoullego bedzie wysianie jednego nasiona, a sukcesem — jego wykietkowanie. Prawdo-
podobiefistwo sukcesu jest rowne p = 0,6.

A - zdarzenie, ze spo$rdd wysianych n ziaren wykietkowalo przynajmniej jedno

Prawdopodobienstwo zaj$cia zdarzenia A jest rowne prawdopodobiefistwu tego, ze w schemacie n prob
Bernoullego sukces pojawi si¢ przynajmniej raz.

tfior 0y

P(A)=P(S,>1)=1-P(S,=0)=1—

n
1—
g

Oszacujemy, jakie musi by¢ n, aby zachodzila ta nierdwnos¢.
Poniewaz (0,4)" = 0,01024 > 0,01 i (0,4)" = 0,004096 < 0,01, ton > 6.

(0,6)"-(0,4)" > 0,99 = 1-(0,4)" > 0,99 = (0,4)" <0,01

Odpowiedz
Nalezy wysia¢ przynajmniej 6 nasion.
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