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Probny egzamin maturalny z Nowg Erg
Matematyka - poziom rozszerzony

Zadania zamkniete

Punkt przyznaje si¢ za wskazanie poprawnej odpowiedzi.

Zadanie 1. (0-1)

Wymagania ogolne Wymagania szczegolowe :;5;‘1‘;::12
II. Wykorzystanie 1. Liczby rzeczywiste. Zdajacy:
i interpretowanie P6) wykorzystuje definicje¢ logarytmu i stosuje
reprezentacji. w obliczeniach wzory na logarytm iloczynu, logarytm D
ilorazu i logarytm potegi o wykladniku naturalnym;
R2) stosuje w obliczeniach wzér na logarytm potegi oraz
wzOr na zamiang¢ podstawy logarytmu.
Zadanie 2. (0-1)
I. Wykorzystanie R1.1. Liczby rzeczywiste.
i tworzenie Zdajacy wykorzystuje pojecie wartosci bezwzglednej i jej D
informacji. interpretacje geometryczng |...].
Zadanie 3. (0-1)
II. Wykorzystanie 5. Ciagi. Zdajacy:
1 interpretowanie P4) stosuje wzor na n-ty wyraz i na sume wyrazow ciggu
reprezentacji. geometrycznego; C
R1) wyznacza wyrazy ciggu okreslonego wzorem
rekurencyjnym.
Zadanie 4. (0-1)
II. Wykorzystanie R6. Trygonometria. Zdajacy:
i interpretowanie 2) wykorzystuje definicje i wyznacza warto$ci funkeji sinus,
reprezentacji. kosinus i tangens dowolnego kata o mierze wyrazone;j C
w stopniach lub radianach [...];
3) wykorzystuje okresowo$¢ funkeji trygonometrycznych.
Zadanie 5. (0-2)
II. Wykorzystanie R5.2. Ciagi.
1 interpretowanie Zdajacy oblicza granice ciggdw, korzystajac z granic ciagow
101

reprezentacji

1 1 . . . . .
typu -, —5 oraz z twierdzen o dziataniach na granicach
nn

ciagow.

Uwaga. Zdajqgcy otrzymuje 2 punkty wylgcznie po udzieleniu poprawnej odpowiedzi. Nie przyznaje sig
punktow za czgstkowe elementy rozwigzania.
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Probny egzamin maturalny z Nowg Erg
Matematyka - poziom rozszerzony

Ogolne zasady oceniania zadan otwartych

Uwaga: Akceptowane sq wszystkie odpowiedzi merytorycznie poprawne i spetniajgce warunki zadania.

Zadanie 6. (0-2)

Wymaganie ogélne Wymagania szczegoélowe
II. Wykorzystanie R2. Wyrazenia algebraiczne. Zdajacy:
i interpretowanie 3) rozktada wielomian na czynniki, stosujac wzory skroconego mnozenia
reprezentacji. lub wylaczajac wspdlny czynnik przed nawias;

4) dodaje, odejmuje i mnozy wielomiany.

R3.4. Réwnania i nieréwnosci.

Zdajacy stosuje twierdzenie o reszcie z dzielenia wielomianu przez
dwumian.

Przykladowe rozwiazania

Sposéb I

Jesli

X pxt+g=(P+6x+5)xl+bx+c)=x*+(6+b)x*+(5+6b+c)x* +(5b+ 6¢)x + 5¢

dla kazdego x € R, to wspdlczynniki po obu stronach réwnosci przy tych samych potegach x sg réwne,
czyli6 +b=0,5+6b+c=p,5b+ 6c = 0i5c = q. Wobec tegob =—6,c =5, p =—261iq = 25.

Sposéb I1
Zachodzi réwnos¢ x*+6x+5=(x+1)(x+5). Poniewaz wielomian x*+px’+q ma by¢

podzielny przez x*+ 6x+ 5= (x+ 1)(x+5), wiec liczby —1 i —5 musza by¢ jego pierwiastkami,
czyli 0= (—1)*+p(=1+g=p+q+1 oraz 0=(—5)"+ p(—5)° +q = 25p + g + 625. Mnoigc
pierwsze réwnanie przez 25 i odejmujac wynik od drugiego, otrzymujemy 0 =—24q + 600, wiec
0 =—q+ 25, czyliq = 25, zatem 0 = p + 25 + 1, czyli p =—26.

Sposéb II1
Dzielimy wielomian x* + px* + g przez trojmian x* + 6x + 5 a nastepnie reszte przyréwnujemy do

wielomianu zerowego. Otrzymujemy uktad rownan: 30 — 6(p + 31) = 0ig — 5(p + 31) = 0,z ktorego
otrzymujemy p =—26 i g = 25.

Schemat oceniania

Zdajacy OtrzZy MU e

o gdy zapisze warunek wynikajacy z podzielnosci wielomiandw,
np. x* + px? 4+ q = (x* + 6x+ 5)(x* + bx + ¢)

albo

« roztozy tréjmian x* + 6x + 5 do postaci iloczynowej (x + 1)(x + 5) i stwierdzi, ze liczby 5 oraz
—1 s3 pierwiastkami wielomianu x* + px* + g

albo

+ wykona dzielenie wielomianu x* 4+ px* + g przez tréjmian x*+ 6x + 5, a nastepnie przyréwna

reszte do wielomianu zerowego.
Zdajacy otrzymuje

gdy obliczy piq (-26125).
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Probny egzamin maturalny z Nowg Erg
Matematyka - poziom rozszerzony

Zadanie 7. (0-2)

Wymaganie ogolne Wymagania szczegélowe
III. Modelowanie R10.1. Elementy statystyki opisowej. Teoria prawdopodobienstwa
matematyczne. i kombinatoryka.

Zdajacy wykorzystuje wzory na liczbe permutacji, kombinacji, wariacji
i wariacji z powtdrzeniami do zliczania obiektéw w bardziej ztozonych
sytuacjach kombinatorycznych.

Przykladowe rozwiazanie

W zadnej z poszukiwanych permutacji na sgsiednich miejscach nie moga wystepowac liczby
nieparzyste, poniewaz ich iloczyn jest liczba nieparzysta. A zatem wéréd dwoch sasiednich elementow
takiej permutacji zawsze wystepuje liczba parzysta. Wsrod liczb {1, ..., 31} znajduje sie 16 liczb
nieparzystych i 15 liczb parzystych. Miedzy kazdymi dwoma liczbami nieparzystymi musi znalez¢ si¢
liczba parzysta, wiec liczby muszg wystapi¢ w kolejnosci: nieparzysta, parzysta, nieparzysta, parzysta
itd.

Wyznaczamy liczbe poszukiwanych permutacji. Na miejscach nieparzystych tej permutacji liczby
mozna ustawi¢ na 16! sposobow (liczba permutacji 16 elementowego zbioru liczb nieparzystych
{1, 3, ..., 31}). Dla kazdego uktadu liczb nieparzystych dobra¢ mozna niezaleznie ustawienie liczb
na parzystych miejscach. Mozliwosci takiego ustawienia jest 15!. A zatem liczba poszukiwanych
permutacji wynosi 16! - 15!,

Schemat oceniania

Zdajacy OtrzZy MU e

gdy zauwazy, ze w kazdej z szukanych permutacji liczby parzyste i nieparzyste wystepuja
naprzemiennie, poczawszy od nieparzystych.
Zdajacy otrzymuje

gdy zauwazy, ze liczby nieparzyste mozna dowolnie przestawia¢, wigc mozna je ustawi¢ na 16!
sposobow, a liczby parzyste na 15! sposobow, a nastepnie zapisze wynik w postaci 16! - 15! lub 15! - 16!.

Zadanie 8. (0-3)

Wymaganie ogélne Wymagania szczegélowe
V. Rozumowanie 7. Planimetria. Zdajacy:
i argumentacja. P4) korzysta z wlasnosci funkcji trygonometrycznych w fatwych

obliczeniach geometrycznych, w tym ze wzoru na pole tréjkata
ostrokatnego o danych dwoch bokach i kacie miedzy nimi;

R5) znajduje zwiazki miarowe w figurach plaskich z zastosowaniem
twierdzenia sinuséw i twierdzenia kosinusow.
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Probny egzamin maturalny z Nowg Erg
Matematyka - poziom rozszerzony

Przykladowe rozwiazania

Sposéb 1
Niech /= <ABC, za§ 0 = <{CDA. Wobwczas pole czworokata

ABCD wyraza sie, jako suma pdl tréjkatéw ABC oraz CDA,
wzorem % ‘a-2a- s1n(ﬁ)+ 5 -b-2b-sin(8) = a®sin(f) + b?sin(6).
A zatem z zalozenia wystepujacego w tresci zadania mamy rownosé
a’sin(B)+ b%sin(6) = a® + b2 Skoro jednak dla kazdego x € R
zachodzi nier6wnoé¢ sin (x) < 1, to musimy mie¢ sin() = sin(6) = 1.
Argumentami s3 tu miary katéw wewnetrznych czworokata,
a zatem [ = 0 = 90°. Trojkaty ABC oraz CDA s3 wiec prostokatne.
Z tw1erdzen1a P1tagorasa dostajemy zatem rownosci postaci
a®+(2a) =|AB[ +|Bc| =|Acl =|cDf +|pAf = b2+ (2b), o
po uproszczeniu daje a = b. Poniewaz pary przeciwleglych bokdéw
czworokata majg réwne dlugosci, wigc jest on réwnoleglobokiem,
w ktérym jest kat prosty. Wobec tego wszystkie jego katy sa proste,
wigc jest to prostokat.

Sposéb 11
Niech @ = <{DAB oraz y = <{BCD. Wéwczas pole czworokata ABCD

wyraza sie, jako suma pol tréjkatéw ABD i BCD, wzorem
% ~a-2b-sin(a)+ % -2a-b-sin(y) = ab(sin(a) + sin(y)). Skoro dla
kazdego x € R zachodzi nieréwno$¢ sin(x) < 1, to w szczegdlnosci
sin(@) <1 oraz sin(y)< 1. Dostajemy zatem nieréwno$¢ postaci
2ab > ab(sin(a) + sin(y)). Korzystajac  dalej z nieréwnosci
x* + y* > 2xy, prawdziwej dla wszystkich liczb rzeczywistych x, y, ktéra

wynika z nieréwnosci x>+ y?—2xy =(x—y)*>0, dostajemy
a?+ b* > 2ab. Z zalozenia pole czworokata ABCD réwne jest jednak
a’® + b%. Ostatecznie wiec dostajemy a® + b > 2ab > ab(sin(a) + sin(y)) = a® + b>. Skrajne wyrazy
powyzszego ciggu nieréwnosci sa rowne, zatem wszystkie te nieréwnosci s3 rownosciami.
W szczegdlnosci a®+ b? = 2ab oraz 2ab = ab(sin(a) + sin(y)). Pierwszg réwno$¢ zapisa¢ mozna
réwnowaznie w postaci (a — b)* =0, co implikuje, ze a =b. A zatem czworokat ABCD jest
réwnoleglobokiem. Skoro za$ ab > 0, to druga réownosé¢ implikuje 2 = sin(@) + sin(7). Korzystamy
raz jeszcze z nierdwnosci sin(@) < 1orazsin(y) < 1, co daje nam sin(@) =sin(y)=1.
Argumentami sg tu miary katéw wewnetrznych czworokata, zatem @ = y = 90°. Réwnoleglobok
ABCD ma wigc kat prosty. Wobec tego wszystkie jego katy s proste, wiec jest to prostokat.

Alternatywne zakoticzenie dowodu

Zdajacy dostrzega, ze 2ab = ab(sina + sin 7) i wnioskuje stad, ze @ = 7 = 90°. Nastepnie postepuje
analogicznie jak w pierwszym rozwigzaniu: na mocy twierdzenia Pitagorasa zastosowanego dla
trojkatow DAB i BCD stwierdza, ze a = b i stad wyprowadza wniosek, ze rozwazany czworokat jest
prostokatem.
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Probny egzamin maturalny z Nowg Erg
Matematyka - poziom rozszerzony

Schemat oceniania

Rozwigzanie, w ktorym postep jest istotny

Zdajacy zapisze pole czworokata ABCD jako sume pdl trojkatow ABC oraz CDA i ulozyl réwnanie
a’sin(B) = b%sin(6) = a® + b2,
Pokonanie zasadniczych trudnosci zadania

o Zdajacystwierdzi, ze katy S oraz § sa réwne 90° na podstawie wlasnosci funkcji trygonometrycznych
albo

o stwierdzi, ze 2ab = ab(sina + sin ) i wywnioskuje, ze @ = y = 90°

albo

o stwierdzi, ze a®> + b* = 2abi wywnioskuje stad, ze a = b.

Rozwiazanie pelne

Zdajacy wywnioskuje, Ze rozwazany czworokat jest prostokatem.

Zadanie 9. (0-3)

Wymaganie ogolne Wymaganie szczegotowe

IV. Uzycie i tworzenie | R7.5. Planimetria.
strategii. Zdajacy znajduje zwiazki miarowe w figurach plaskich z zastosowaniem
twierdzenia sinuséw i twierdzenia kosinusow.

Przykladowe rozwiazania

Sposéb 1
Niech <JADB=a. Z twierdzenia sinuséw wynika, ze
D C
V3 = |3D| = | 34] = —2 _ Whnioskujemy stad, 7e -
sin(60°)  sin(60°)  sin(@) sin(a@) jemy st 1
2sin(60°
sin(a) = 2sin(60°) = 1, wiec @ = 90°. Skoro kat ADB jest prosty, V3
J3 60° 30°
A > B

to kat ABD ma miare 30°, wiec | CCBD| = 60° oraz|<{BDC| = 30°".

Na mocy twierdzenia Pitagorasa |AD|=V‘AB|2—|BD|2 =1
J3

Mamy tez |BC| = |BD|- sin(<(BDC) = /3 - sin(30°) = 5

Z twierdzenia Pitagorasa otrzymujemy réwnosc:

3 V19

|AC] =|AB[ +|BCP = 4+ =12 Wobec tego|AC| = Y5

Sposéb I1

Z twierdzenia kosinuséw wynika, ze

3 =|BD[ =|AD[* +|AB[* — 2| AD||AB|cos(60°) = |AD[ + 4 — 2| AD| = (|AD|— 1) + 3,

wiec (AD|— 1)’ = 0, czyli|AD| = 1.

=|AD|sin(<LBAD)=1-sin(60°) = —5—. Z twierdzenia Pitagorasa wynika, ze
(4LBAD) = 1-sin(60°) = 2 sorasa wy

19 J19

|Acl* =|Bcl +|aB[" = % +4 =7, zatem|AC| =5~

Stad wynika, ze |BC
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Probny egzamin maturalny z Nowg Erg
Matematyka - poziom rozszerzony

Sposéb 111
Z twierdzenia kosinusow wynika, ze

3 =|BD[* =|AD[* +|AB[* — 2| AD|| AB|cos(60°) = |AD[* + 4 — 2|AD| = (|AD|— 1)’ + 3,
wiec (|AD|— 1)2 =0, czyli |AD|= 1. Stad wynika, ze
|CD| =|AB|—|AD|cos(<BAD) =2 — % = % Kat ADC ma miare 120°, bo suma

miar katoéw BAD = 60° i ADC jest réwna 180°. Z twierdzenia kosinuséw wynika, ze
9

|acf* =] D[ +|cD* — 2| AD||CDlcos(€ADC) = 1+ 5 —2-1-3 - cos(120°) = 2.
Schemat oceniania

Rozwigzanie, w ktorym postep jest istotny

o Zdajacy zastosuje twierdzenie sinusow dla trojkata ADB: sin(60°) =

albo
« wyznaczy z twierdzenia kosinuséw dtugos¢ |AD| = 1.

Pokonanie zasadniczych trudnosci zadania

« Zdajacy wyznaczy miary katéw ADB, ABD oraz BDC

albo

» znajdzie dtugosc¢ odcinka BC, korzystajac z definicji sinusa

albo

«  znajdzie dtugoé¢ odcinka CD, odejmujac od | AB|liczbe | AD|cos(60°).

Rozwigzanie pelne

V19

Zdajacy wyznaczyl dtugo$¢ przekatnej AC: |AC| = 5

Zadanie 10. (0-3)

Wymaganie ogélne Wymaganie szczegélowe

II. Wykorzystanie R10.1. Elementy statystyki opisowej. Teoria prawdopodobienstwa

i interpretowanie i kombinatoryka.

reprezentaciji. Zdajacy wykorzystuje wzory na liczbe permutacji, kombinacji, wariacji
i wariacji z powtdrzeniami do zliczania obiektéw w bardziej ztozonych
sytuacjach kombinatorycznych.

Przykladowe rozwiazania

Niech ay, ay, as, a4, as bedzie piatka liczb wylosowanych bez zwracania ze zbioru {1, ..., 100}, przy
czym zakladamy, ze a; < a; < a3 < a4y < as. Jesli liczby te sg kolejnymi wyrazami $cisle rosngcego
ciagu geometrycznego o ilorazie g, to jest jasne, ze

1<a; < a2=a1q<a3=a1q2< a4=a1q3< a5=a1q4<100.

Interesuje nas tylko przypadek, gdy g jest liczba calkowita wieksza od 1, a wiec skoro 4* > 100, to musi
zachodzi¢ nieréwnos¢ 2 < g < 3. Wykazalismy, Ze ilorazem ciggu geometrycznego ay, a,, as, a4, as
moze by¢ liczba 2 lub liczba 3, a zatem kolejne jego wyrazy to ay, 2ay, 4a;, 8ay, 16a; lub a,, 3ay,
9ay, 27ay, 81a;. W pierwszym przypadku z nieréwnosci 16a; < 100 wynika, ze a; < 6, wigc istnieje
6 mozliwych do wylosowania pigtek liczb, ktore ustawione w odpowiedniej kolejnosci tworzg ciag
geometryczny o ilorazie g = 2. W drugim przypadku a; = 1, poniewaz 81a; < 100, a zatem jest
jedna mozliwa do wylosowania pigtka liczb, ktore ustawione w odpowiedniej kolejnosci tworza ciag
geometryczny o ilorazie g = 3.
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Probny egzamin maturalny z Nowg Erg
Matematyka - poziom rozszerzony

Sposobdéw wylosowania (bez zwracania) pieciu liczb sposrdd stu jest (120 ) W siedmiu przypadkach,
jak wykazaliSmy, mozna wylosowane liczby ustawi¢ w taki sposdb, by utworzyty $cisle rosnacy
ciagg geometryczny o calkowitym ilorazie. Szukane prawdopodobienstwo jest réwne zatem

7 _ 7-2-3-4-5 _ 1 _ 1
<100> ~100-99-98-97-96 = 5-33:7-97-96 = 10755360
5

Schemat oceniania

Rozwigzanie, w ktorym postep jest istotny

Zdajacy zauwazy i uzasadni to, ze ilorazem wylosowanego ciggu geometrycznego moze by¢ jedynie 2
lub 3.

Pokonanie zasadniczych trudnosci zadania

Zdajacy zauwazy, ze pierwszym wyrazem ciggu geometrycznego o ilorazie 3 moze by¢ wylacznie
liczba 1, a jesli ilorazem ciggu geometrycznego jest liczba 2, to pierwszym wyrazem ciggu moze by¢
jednazliczb 1,2, 3,4, 5, 6.

Rozwigzanie pelne

Zdajacy stwierdzi, ze jest siedem ciagéw geometrycznych spetniajacych warunkizadania, zas wszystkich

mozliwych do wylosowania ciaggéw jest (12()). Na tej podstawie wyznaczy prawdopodobienstwo

w postaci ilorazu (13()) lub réwnowaznego.
5

Uwagi:

1) W zadaniu mozna rozpatrywac piatki uporzadkowane lub zbiory piecioelementowe; nie wplywa to
na wynik, a na opis rozwigzania - nieznacznie.

2) Mozna to zadanie rozwigza¢ wypisujac ciagi spelniajace warunki zadania, bez przeprowadzonego
rozumowania.

.51
3) Wynik w postaci 745" 997, 9%'. 97.9¢ lub <130> jest akceptowalny - zdajacy nie musi wykona¢

5
mnozenia liczb w liczniku, tym bardziej w mianowniku.

Zadanie 11. (0-4)

Wymaganie ogélne Wymagania szczegélowe
V. Rozumowanie 6. Trygonometria. Zdajacy:
i argumentacja. P4) stosuje proste zalezno$ci miedzy funkcjami trygonometrycznymi:

[...]tga = % oraz sin (90° — @) = cosa;

R5) stosuje wzory na sinus i cosinus sumy i réznicy katéw, sume i réznice
sinusow i cosinuséw katow;
R6) rozwiagzuje réwnania i nieréwnosci trygonometryczne typu

sin2x = %, sin2x + cosx = 1,sinx + cosx = 1, cos2x < %
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Probny egzamin maturalny z Nowg Erg
Matematyka - poziom rozszerzony

Przykladowe rozwiazania

Zapisujemy zatozenia dotyczace miar katow @, 5, 7.
Poniewaz s3 to katy w trojkacie, wiec miara kazdego z nich nalezy do przedziatu (0°, 180°) oraz
@ + B+ y = 180°. Ponadto, aby istnialy tangensy « i 5, muszg by¢ spetnione warunki @ # 90°, 5 # 90°.

Sposéb 1
Mnozymy obie strony réwnoéci przez sin®f - tg 8 # 0 i otrzymujemy réwnosé tg Bsin’a = tga sin®p.
sin@ . sinf

Nastepnie przedstawiamy tge i tg S odpowiednio w postaci <, i s Otrzymujemy:
sinf ., _ sina . 1 . . . sin . 2 sin . 2, _
cosf SN = ¢ogq Sin B, czyli rbwnowaznie cosf SN T osq Sin =0

Wylaczamy przed nawias wspdlny czynnik:
sinf sina\ _ 0
CcoS B cosa /|

Poniewaz sina - sin 5 # 0, wiec

sina - sinf8 (
sine _ sina
CcOS ,8 cosa
Stad, po pomnozeniu obu stron réwnosci przez cos@ - cos S # 0, otrzymujemy

sinacosa —sinffcosf =0

2sinacosa —2sinffcosf =0

sin2a = sin2f

Powyzsza rowno$¢ zachodzi albo dla réwnych katow (22 = 2/), albo dla katéw, ktérych suma jest
réwna 180° (2 = 180° — 2/5), stad @ = S lub 2@ + 25 = 180°, czyli @ + 5 = 90°, a to z kolei oznacza,
zey=90"(a+ [+ y=180°).

Co nalezato udowodnié¢.

= 0.

Sposéb 11
Po zapisaniu zalozen dotyczacych miar katéw @, 5, 7 zapisujemy dang rownos$¢ w postaci:
sin¢ _ sing . sinf sin _ sinacosp

sin?f ~ cos@ * cosfs’ K9 sin?f  cosasinf
sing _ cosf

sinf = sina’

sina . .
sin 3 # 0 i otrzymujemy

Nastepnie dzielimy obie strony otrzymanej réwnosci przez

co jest rownowazne réwnosci sin @ cos@ = sin f cos 5. Dalej jak w sposobie L.

Schemat oceniania

Rozwigzanie, w ktorym postep jest niewielki, ale konieczny na drodze do pelnego rozwiazania _ 1 pkt

<2 t a . B .
sin“a _ 8 . sin . 2 _ sina . .2
—>— W postaci cosf SN =g sin S lub

sin? tgf
wraz z zalozeniami @, 5,7 € (0°,180°) i @ # 90°, B # 90°.

Zdajacy zapisze rdwnosc¢

sin _ sinacosf
sin?f  cosasinp’

Rozwiazanie, w ktorym jestistotny postep . .. .. . . . 2 pkt
Zdajacy przeksztalci wyjsciowg réwnoéé do postaci sin 2a = sin 2/5.
Pokonanie zasadniczych trudnoscizadania ... 3 pkt

Zdajacy zapisze przynajmniej jedng zalezno$¢ miedzy katami: @ = 5 lub @ + = 90° (2 = 180° — 2)5).

Rozwigzanie pelne

Zdajacy zapisze pelny wniosek: @ = S lub y = 90°.

Uwaga

Jezeli zdajacy nie zapisze zalozen «,f,7 €(0°,180°) i @ #90°, S #90° na zadnym z etapow
rozwigzywania zadania, ale poprawnie wykona wszystkie przeksztalcenia, to za rozwigzanie
otrzymuje 2 pkt.
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Zadanie 12. (0-4)

Wymaganie ogolne Wymagania szczegélowe

IV. Uzycie i tworzenie | R7. Planimetria. Zdajacy:

strategii. 3) znajduje obrazy niektoérych figur geometrycznych w jednoktadnosci
[...];

4) rozpoznaje figury podobne i jednokladne; wykorzystuje (takze

w kontekstach praktycznych) ich wlasnosci.

R8.5. Geometria na plaszczyznie kartezjanskie;.

Zdajacy postuguje sie rownaniem okregu [...].

Przykladowe rozwigzania

Sposéb 1
Zauwazmy, ze $rodek X jednokltadnosci f lezy na przecieciu prostych AA’ oraz BB'.

y
B’

X

Wyznaczamy réwnania tych prostych. Pierwsze z nich to y = 4x — 10, a drugie: y =—x. Proste te
przecinajg sie w punkcie X = (2, —2). Obliczamy skale jednoktadnosci.

Mamy XA” =[2,8] = 2[1,4] = 2XA. Z definicji jednokladnosci wynika, ze skalg f jest 2. Szukany
érodek okregu, ktérego obrazem przy f jest okrag o rownaniu (x —8)* +(y —2)* = 4, oznaczamy
przez O = (xg,y0). Srodkiem okregu o réwnaniu (x—8)° +(y—2)* =4 jest O’ =(8,2). Skalg
jednokladnosci jest 2, wiec mamy 2XO = XO™ = [6,4], czyli XO =|3,2],

Zatem O = (2,—2) + [3,2] = (5, 0).

Okrag o réwnaniu (x — 8)2 +(y— 2" =4ma promien réwny 2, zatem szukany okrag ma promien
réwny 1 (figury te s3 podobne, a skala podobienistwa to 2). Ma on zatem rownanie (x — 5)° +y? = 1.

Sposob 11 -
Wyznaczamy wektory AB =[—6,1] oraz A'B" =[—12,2]. W rozwigzaniu tym korzystamy z faktu,

ze jesli k jest skalg jednoktadnosci f, to dla kazdych punktéw P, Q oraz ich obrazéw P = f(P),
Q' =f(Q) w jednokladnosci f, zachodzi réwnoé¢ wektoréw k - PQ =P Q. Skoro A’B = 2AB,tok=2.
(Skale mozna wyznaczy¢ takze bezposrednio z definicji jednoktadnosci o srodku X: XA + AB = XB
oraz XA+ A'B' = XB'. Ale z definicji jednoktadnosci XA = k- XA oraz XB' = k- XB. Co wiecej,
rachunki wyzej daja A’B’ = 2AB. A zatem XA +2AB = k- XB. Napisane na poczatku réwnanie
pomnozone przez k daje nam k- XA + k- AB = k- XB, zatem k = 2).

Szukany $rodek okregu, ktérego obrazem przy f jest okrag o réwnaniu (x—8)°+(y—2) =4
oznaczamy przez O = (xg, ). Srodek okregu o réwnaniu (x — 8)° +( y— 27 =4 oznaczamy jako O'.
Jest to punkt (8, 2). Zgodnie z wyznaczong skalg jednokladnos$ci mamy 240 =A"0 =[4,— 4]
(ponownie korzystamy tu z zapisanej wyzej wlasnoéci skali jednoktadnoéci). Zatem AO =[2,2]
i O = (5,0). Okrag o réwnaniu (x — 8)* + (y — 2)* = 4 ma promien réwny 2, a zatem szukany okrag
ma promien rowny 1 (figury te s podobne, a skala podobienstwa to 2). Szukany okrag ma réwnanie
(x—5 +y*=1
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Sposéb 111
Korzystamy ze wzoréw na jednokladnos¢ w ukladzie wspodlrzednych: jednokladnos$¢ o $rodku

w punkcie O(xg, yg)iskalis # 0 przeksztatca punkt A = (x, y) na punkt A" = (sx + (1 - 5)xq, sy + (1 = 5)yp)-
Podstawiamy wspoétrzedne punktéw i ich obrazéow i otrzymujemy uklad réwnan. Rozwigzujemy ten
ukladiwyznaczamy $rodekiskale jednoktadnosci. Kolejne uzycie wzoréw do obliczonejjednoktadnosci
pozwala na wyznaczenie $rodka okregu, gdyz obrazem okregu w jednoktadnosci jest okrag.

Schemat oceniania

Rozwigzanie, w ktorym postep jest niewielki, ale konieczny na drodze do pelnego rozwiazania _ 1 pkt

o Zdajacy stwierdzi, ze srodek jednokladnosci znajduje si¢ na przecieciu prostych przechodzacych

odpowiednio przez pary punktéow A, A’ oraz B, B, a nastepnie wyznaczy réwnania tych prostych

albo

« wyznaczy wektory AB, A'B’ oraz skale jednoktadnosci

albo

o podstawi wspoélrzedne punktéw do réownan analitycznych na jednokladno$¢, otrzymujac uklad
réwnan.

Rozwigzanie, w ktorym postep jest istotny

o Zdajacy wyznaczy punkt przeciecia prostych przechodzacych odpowiednio przez pary punktow
A, A'oraz B, B, czyli X = (2, 2) oraz, z definicji, skale jednoktadnosci

albo

o wyznaczy §rodek O’ =(8,2) i promien r = 2 okregu (x — 8)% +( y— 2" =4,a nastepnie, znajac skale
jednokladnosci f i warunki taczace wektory AO = A’O, wyznaczy érodek O = (5, 0) szukanego
okregu

albo
o rozwigze uklad réwnan, wyznaczajac przeksztalcenie.

Pokonanie zasadniczych trudnoscizadania ... 3 pkt
Zdajacy obliczy jeden z parametrow szukanego okregu: srodek lub promien.
Rozwiazanie pelne 4 pkt

Zdajacy wyznaczy réwnanie szukanego okregu (x — 5)2 + y2 =1L

Zadanie 13. (0-5)

Wymaganie ogolne Wymagania szczegélowe
II. Wykorzystanie R1.4. Liczby rzeczywiste.
i interpretowanie Zdajacy oblicza potegi o wykladnikach wymiernych i stosuje prawa
reprezentaciji. dzialan na potegach o wyktadnikach wymiernych.

R3.2. Réwnania i nieréwnosci.

Zdajacy rozwigzuje réwnania i nieréwnosci kwadratowe z parametrem.
P4.14. Funkcje.

Zdajacy szkicuje wykresy funkcji wykladniczych dla réznych podstaw.
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Przykladowe rozwigzanie

Dziedzing réwnania (1—m)9*+4-3* =m+2 jest zbior wszystkich liczb rzeczywistych.
Podstawiamy  y=3*  Wtedy wyjsciowe rdéwnanie mozna  zapisaé( w  postaci
(m—1)y*>—4y+m+2=0. Funkcja wykladnicza f(x)= 3" jest réznowartoéciowa, zatem dla
kazdego m nowe réwnanie ma tyle samo dodatnich rozwigzan, co wyjsciowe rzeczywistych.

Dla m = 1 réwnanie przybiera posta¢ 4y = 3, wigc ma dokladnie jedno rozwigzanie réwne y = 4.
Jedynym rozwigzaniem wyjsciowego réwnania jest wigc w tym przypadku x = log; (%)

Niech m # 1. Wéwczas (m — 1)y* — 4y 4+ m + 2 = 0 jest réwnaniem kwadratowym zmiennej y i ma
ono dwa rézne pierwiastki rzeczywiste, gdy 0 < A =16 —4(m—1)(m+2)=—4(m*+m—6) =
=—4(m—2)(m+3), wiec gdy —3 < m < 2. Poniewaz jednak y > 0, wiec obydwa rozwigzania

muszg by¢ dodatnie. Z wzoréw Vietea wynika, ze iloczynem tych pierwiastkow jest liczba Z t % ,

aich sumg - liczba 4_ 1- Obie te liczby muszg by¢ dodatnie. Mamy wigcm — 1 > 0.
Uwzgledniajac warunek —3 < m < 2, uzyskany przy rozpatrywaniu wyréznika, widzimy, Ze réwnanie

(1—m)9*+4-3* = m+ 2 dwa rozne rozwigzania wtedy i tylko wtedy, gdy1 < m < 2.

Schemat oceniania

Rozwigzanie, w ktorym postep jest niewielki, ale konieczny na drodze do pelnego rozwiazania 1 pkt
Zdajacy rozpatrzy przypadek m = 1 lub zaproponuje podstawienie y = 3%, sprowadzajace wyjsciowe
réwnanie do réwnania postaci (m — 1)y* — 4y +m+2 = 0.

Rozwigzanie, w ktorym postep jest istotny

Zdajacy stwierdzi, ze réwnanie (m—1)y*—4y+m+2=0 ma dwa réine pierwiastki tylko
w przypadku, gdy m # 1 i wyrdznik jest dodatni. Wyznaczy ograniczenia zwigzane z liczby m,
wynikajace z tego warunku: —3 < m < 2.

Pokonanie zasadniczych trudnosci zadania

Zdajacy stwierdzi, ze obydwa pierwiastki musza by¢ dodatnie i wypisze, na podstawie wzoréw Vietea,

warunki:

m+2
m—1

> 0 oraz > 0, ktore dodatkowo musi spetnia¢ parametr m.

m—1

Rozwigzanie prawie pelne

Zdajacy rozwigze nieréwnosci przedstawione w powyzszym punkcie, uzyskujagc warunek m > 1.
Nie uwzgledni jednak warunku —3 < m < 2. W przypadku, gdy zdajacy doprowadzi poprawnie
rozumowanie dotyczace przypadku m # 1 do konca, ale nie uwzgledni warunku m = 1, réwniez
dostaje 4 punkty.

Rozwigzanie pelne

Zdajacy rozwiaze nieréwnosci wynikajace z wypisanych warunkow i uwzgledniajac wczesniejsze
ograniczenia wynikajace ze znaku wyrodznika uzyskuje odpowiedz: m € (1,2). Uwzgledni przy tym
w dyskusji przypadek m = 1. Jesli w rozwigzaniu nie powoluje si¢ wprost na réznowartosciowosc
funkcji wykladniczej, nie traci za to punktow.
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Zadanie 14. (0-5)

Wymaganie ogolne Wymagania szczegélowe
II. Wykorzystanie 8. Geometria na plaszczyznie kartezjanskiej. Zdajacy:
i interpretowanie P3) wyznacza réwnanie prostej, ktora jest rownolegta lub prostopadia do
reprezentacji. prostej danej w postaci kierunkowej i przechodzi przez dany punkt;
R4) oblicza odleglos¢ punktu od proste;.

Przykladowe rozwiazanie

y Na poczatku sprawdzamy, przez ktoéry wierzcholek trojkata ABC
przechodzi wysokos¢ trdjkata, czyli prosta y = 2x —7. Prosta ta nie
jest prostopadla do prostej AB, ktérej wspotczynnikiem kierunkowym

Cc.1 jest liczba % = % #—%, wobec tego nie zawiera ona wysokosci
o 1 s + poprowadzonej z punktu C.0 # 2 - 1 — 7, wigc punkt B nie lezy na prostej

y=2x—7,a3 =2-5—7,wigc punkt A lezy na prostej y = 2x — 7, wiec
zawiera ona wysokos¢ poprowadzong z punktu A.
Prosta zawierajaca punkty B, C, opisana réwnaniem y = ax + b, jest

zatem prostopadla do prostej y =2x—7. W szczegoélnosci a = —%.
Po wstawieniu wspdlrzednych punktu B do réwnania y = —%x +b
otrzymujemy b = % Wysoko$¢ h poprowadzona z punktu A do prostej
BC to odleglos¢ punktu A od prostej y = — %x + %
1 1
’7 ‘5+3— 7‘

Réwnanie ogodlne tej prostej to %x +y— % = (. Zatem wysoko$¢ h = \/127 =2/5.
5 +1
2

Skoro pole tréjkata ABC réwne jest %-|BC|-h =5, to |BC|= /5. Szukamy zatem punktow

o wspotrzednych (x, y) lezacych na prostej BC odlegtych od punktu B o v/ 5. Wspétrzedne (x, y) punktu

C spelniajg zatem warunki \/ (x— 1) +( y— 0)* = /5 oraz y= —%x + % Z nich wynika rownanie
1 1\2 1 5 .

kwadratowe 5 = (x — 1)* + (—7x+ 7) =(x—1)+ g (—x+ 17 = g (x— 1 czyli 4 = (x—1)%

Jego rozwigzaniami sg liczby x = —1 oraz x = 3.

Z rownania y = —%x+% wynika, ze C = (3, —1)lubC = (—1,1).

Schemat oceniania
Rozwiazanie, w ktorym postep jest niewielki, ale konieczny na drodze do pelnego rozwiazania 1 pkt

Zdajacy sprawdzi, ze punkt A lezy na prostej y = 2x — 7 oraz ze prosta ta jest prostopadta do prostej
przechodzacej przez punkty B, C.

Rozwiazanie, w ktérym postep jestistotny . . . 2 pkt
Zdajacy wyznaczy rownanie prostej zawierajacej bok BC: y = — %x + % .
Pokonanie zasadniczych trudnoscizadania ... 3 pkt

Zdajacy wyznaczy odleglo$¢ punktu A od prostej (24/5) oraz, korzystajac ze wzoru na pole tréjkata,
wyznaczy|BC| = \/E
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Rozwigzanie prawie pelne

W oparciuowarunkidotyczace punktu C = (x, y)zdajacy wypisze warunki Jx =172 +( y—0) =45
oraz y = —%x + % i uzyska odpowiednie réownanie kwadratowe zmiennej x lub y.
Rozwigzanie pelne

Zdajacy rozwigze uzyskane rownanie i uzyska mozliwe wspoétrzedne punktu C: (3, —1) oraz (—1, 1).

Zadanie 15. (0-6)

Wymaganie ogolne Wymagania szczegélowe
II1. Modelowanie P4. Funkcje. Zdajacy:
matematyczne. 3) odczytuje z wykresu wlasnosci funkcji (dziedzing, zbiér wartosci [...]);

13) szkicuje wykres funkcji f(x) = a/x dla danego g, korzysta ze wzoru

i wykresu tej funkeji do interpretacji zagadnien zwigzanych z wielkosciami
odwrotnie proporcjonalnymi.

R11. Rachunek rézniczkowy. Zdajacy:

2) oblicza pochodne funkcji wymiernych;

3) korzysta z geometrycznej i fizycznej interpretacji pochodne;j.

Przykladowe rozwigzanie

a)
Rozwigzujemy uklad réwnan, np. metoda przeciwnych wspoélczynnikéw. Otrzymujemy:
+2
m = p:?- [ in= %, gdzie p #—1. Zatem rozwigzaniem ukladu réwnan jest para liczb

+2
(mo,no)=<%>%>api—l-
p . pT2

Wyznaczamy wzor funkgji f: f(p) = P pFI = _Ii)_ 5 i podajemy jej dziedzing: D =R\ {—2,—1}.

Aby wyznaczy¢ zbidr wartos$ci funkeji f, przeksztalcamy jej wzor:

(pt2)—2 _ —

Prosta y = 1 jest asymptota pozioma wykresu funkgji f, zatem liczba 1 nie nalezy do zbioru wartosci
funkcjif. Poniewaz — 1 € D, wiec rozpatrujac funkcje g(x) = ﬁ, ktorej dziedzing jest zbior R\ {—2},

stwierdzamy, ze do zbioru wartosci funkeji f nie nalezy liczba g(—1) =—1.
Mozna tez wykorzysta¢ wykres funkcji fi zauwazy¢, ze do wykresu nie nalezy punkt (—1, —1).
[t tfe)
/
— 1
p
/(4L -1)
/

Zatem f(D) = R\ {—1, 1}.
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b)
Sposéb 1
Wyznaczamy funkcje pochodng funkc;ji f:
vy (P )': lp+2)—=1p _ 2
T <P+2 (p+2°  (p+2y

Obliczamy wartos’é pochodnej dla p =—3:

A=

Obliczamy rzedng punktu P: f(—3) = —3 _‘T’_ 5 =3

Zatem P = (=3, 3).

Wyznaczamy réwnanie stycznej do wykresu f w punkcie P:

y=f(=3)(p+3)+3
y=2(p+3)+3
y=2p+9

pER\{=2,—1}.

Sposdéb I1

Wyznaczamy rzedng punktu P: f(—3) = 3, czyli P= (=3, 3).

Zapisujemy réwnanie stycznej s do wykresu f w postaci: y =ap+ b. Poniewaz P Es, wiec
3=—3a+b,skadb =3a+3.

Zatem rownanie stycznej mozna zapisaé: y = ap +(3a + 3).

Prosta styczna do wykresu funkeji fw punkcie P ma z wykresem dokladnie jeden punkt wspélny (jako
styczna do jednej z galezi hiperboli).

Stad uktad réwnan:
__ P
YT pt2 , gdzie p € R\ {—2, —1}, ma dokladnie jedno rozwigzanie.

y=ap+(3a+3)
Rozwigzujemy uklad réwnan i w wyniku otrzymujemy réwnanie
ap®+ (5a+2)p + (6a + 6) = 0.
Poniewaz a # 0 (prosta o réwnaniu y = b nie moze by¢ styczng do hiperboli), wigc otrzymujemy
réwnanie kwadratowe, ktére musi mie¢ jedno rozw1qzan1e, a zatem A=0.
A= (5a+2) —4a(6a+6)=25a>+20a+4—24a> —24a=a*—4a+4 = (a—2)
(a—2)*=0,skada = 2.
Zatem rownanie stycznej ma postac: y =2p +3-2+ 3, czyli y = 2p +09.

Odpowiedz
a) fp) = p+2,D R\ {=2,—1}, AD)=R\{-1, 1}.
b) y = 2p +9.

Schemat oceniania

Rozwigzanie zadania sklada si¢ z dwoch etapow:
a) Pierwszy etap sklada sie z czterech czesci:

+2
— rozwigzanie ukladu rownan: my = » f_ [ine= ﬁ 1

— zapisanie wzoru funkgji f(p) = % i podanie jej dziedziny D=R\{-2,-1}
— przeksztalcenie wzoru funkgji f do postaci f(p) = 2 + 1LUB sporzadzenie wykresu funkcji
— uzasadnienie, ze —1 & D i podanie zbioru wartosc1 funkcji AD) =R\ {—1, 1}.

Za poprawne rozwigzanie kazdej z tych czgsci zdajacy otrzymuje 1 punkt.
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b) Drugi etap sklada si¢ z dwdch czesci:

Sposéb 1
- wyznaczenie wzoru funkcji pochodnej f'(p) =

wspotczynnika kierunkowego stycznej f'(—3) =3
— obliczenie drugiej wspotrzednej punktu stycznoéci f(—3) = 3 i wyznaczenie réwnania stycznej
do wykresu funkgji f: y = 2p + 9.

(p-i—%)z’ p € R\ {—2, —1}, i obliczenie

Sposob 11
— zapisanie réwnania stycznej w postaci y = ap +(3a + 3) oraz zauwazenie, ze uklad réwnan
__ P
YT pF2 , gdzie p € R\ {-2, -1}, musi mie¢ jedno rozwigzanie

y=ap+(3a+3)
— rozwigzanie ukladu i obliczenie a = 2 oraz wyznaczenie rdwnania stycznej f: y = 2p + 9.

Za poprawne rozwigzanie kazdej z czesci tego etapu zdajacy otrzymuje 1 punkt.

Uwagi

1) Jezeli zdajacy nie uwzgledni we wzorze funkgji f zalozenia p #—1, a tym samym blednie wyznaczy
(D), to w czesci a) otrzymuje 2 punkty.

2) Jezeli zdajacy popelni blad rachunkowy w czesci a), np. podczas wyznaczania pary liczb (mq, 1),
albo blednie zapisze wzoér funkgcji f, ale konsekwentnie doprowadzi rozwiagzanie do konca, to
otrzymuje za caloé¢ 5 punktow.

3) Jezeli zdajacy popelni bfad rachunkowy w czesci b), ale konsekwentnie doprowadzi rozwigzanie do
konca, to otrzymuje za te cze$¢ 1 punkt.

Zadanie 16. (0-7)

Wymagania ogolne Wymagania szczegélowe
III. Modelowanie R11. Rachunek rézniczkowy. Zdajacy:
matematyczne. 4) korzysta z wlasno$ci pochodnej do wyznaczania przedziatéow

monotonicznosci funkcji;
5) znajduje ekstrema funkcji wielomianowych i wymiernych;
6) stosuje pochodne do rozwigzywania zagadnien optymalizacyjnych.

Przykladowe rozwigzanie

Niech h bedzie diugoscig krawedzi prostopadloscianu faczacej podstawy prostopadioscianu. Niech y
bedzie dtugoscig boku przekroju rozwazanego prostopadloscianu, nie bedgcego krawedzig podstawy.
Wiadomo, ze /3 = xy. Co wigcej, na mocy twierdzenia Pitagorasa mamy yz = h%*+x% A zatem
/3 = x/h? + x%. Objetos¢ V prostopadtoscianu réwna jest iloczynowi pola podstawy i Wysokoéii,
a wiec V = x*h, za§ V? = x*h®. Liczbe h? wyznaczamy ze wzoru na pole przekroju: h* = 3;72)6
W szczegolnosci kwadrat objetosci prostopadloscianu wyrazi¢ mozna za pomoca nastepujacej funkeji
zmiennej x: V2(x) = x% (3 — x*) = 3x> — x5. Wyrazenie to rozpatrujemy dla tych x, dla ktorych opisuje
ono kwadrat objetoéci, wiec gdy 3 — x* > 0 oraz x > 0, czyli gdy x € (0, 4/3). Pochodna funkcji V2 (x)
réwna jest (V2)(x) = 6x — 6x°. Rozwigzujemy nastepnie réwnanie, (V2)(x) =0, a wiec réwnanie
6x —6x° = 6x(1 —x)(1+x)(1+x%) =0. Jedyne rozwiazanie mieszczace si¢ w wyznaczonym
wczesniej zakresie wartoéci to x = 1. Dla x € (0,1) funkcja (Vz)'(x) jest dodatnia (iloczyn czterech
dodatnich czynnikéw), a wiec V2 (x) jest rosnaca na przedziale otwarto-domknietym (0,1), za$ dla

x > 1-funkcja (V?) (x) jest ujemna (trzy czynniki dodatnie, jeden ujemny), a wiec V2(x) jest malejaca
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w przedziale domknieto-otwartym (1,%/3). Wynika stad, ze najwiekszg wartoécig funkcji V2 (x)
w przedziale (0, 4/3) jest jej wartos¢ w punkcie 1, czyli liczba V(1) = 2. Skoro kwadrat objetosci jest
najwigkszy dla x = 1, to najwicksza objetos¢ samego prostopadioscianu przy zadanych warunkach
réwna jest v/ 2. Dtugosci krawedzi prostopadto$cianu, ktorego objetoé¢ jest najwieksza, to liczby 1, 1, /2.

Schemat oceniania

Rozwigzanie zadania sktada si¢ z trzech etapow:

a) Pierwszy etap sklada si¢ z trzech czedci:

4
. L . s - 3—x
~ wprowadzenie oznaczen i wyznaczenie wzoru na wysoko$¢ prostopadtoscianu: h% = 2

- wyznaczenie kwadratu objetosci prostopadtoscianu jako funkcji jednej zmiennej x:
V(x) = x* (3 — x%), na podstawie wzoru V(x) = xh,

— wyznaczenie tych x, dla ktorych wyrazenie V2 (x) jest kwadratem objetoéci prostopadtoscianu: sa

tox € (0, %),

Za poprawne rozumowanie w kazdej z tych czesci zdajacy otrzymuje 1 punkt.

b) Drugi etap sklada si¢ z trzech czesci:
— wyznaczenie pochodnej funkcji wielomianowej V2(x) = x2 (3 — x*), czyli (V) (x) = 6x — 6x°.
— obliczenie miejsc zerowych pochodnej funkcji V2 (x) mieszczacych sie w zakresie rozwazanych x,
jestjedno: x = 1,
— zbadanie znaku pochodnej funkcji V?(x) i uzasadnienie, ze dla x = 1 funkcja V?(x) osiaga
najwicksza wartos¢.
Za poprawne rozwigzanie kazdej z czesci tego etapu zdajacy otrzymuje 1 punkt.
¢) Trzeci etap. Obliczenie najwickszej objetosci prostopadtoscianu V(1) = /2. Znalezienie dtugosci

krawedzi prostopadloscianu o najwickszej mozliwej objetoéci: 1, 1, v/2. Za poprawne rozwigzanie
tej czesci zdajacy otrzymuje 1 punkt.
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