Listopad 2018

Zadania zamkniete
Za kazda poprawng odpowiedz zdajacy otrzymuje 1 punkt.

Numer | Poprawna Wskazowki do rozwigzania zadania
zadania | odpowiedz
1. B
a’=—, wiecq:—i, boq <0, stadszizn,s
16 4 1 1
+ —
4
2. X+1>0AX+1=17A4—Xx*>0,D=(-10)u(0, 2)
5 Postugujac sie wykresem funkcji f (x) = ‘3 —%‘ mozna stwierdzi¢, ze rownanie f(x)=m
ma dwa rozne rozwigzania dodatnie, gdy m < (0, 3).
Y
11
1 X
2
4 P f(x)= % f'(x) =0 tylko dla x = —8 i w tym punkcie pochodna zmienia znak
X —
5. A |£ZADC| =125°, | ZABC| = 55°, wieC a = 180° — 40° —55° = 85°

Zadania otwarte — kodowane

Numer Poprawna . . . . Liczba
zadania | odpowiedz Wskazowki do rozwigzania zadania punktow
6. 250  (x—3 x3-52) . [(x-3)(x2-2x+4)-X*+52 0-2

lim - = = lim . =
x=-2|X+2 Xx°+8 X=-2 X*+8
—5x2 . -5(x+2)(x-4
- lim w — lim % 25
x—-2 x3+8 x=-2| (X +2)(x? —2x + 4)
1
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Matematyka. Poziom rozszerzony
Probna Matura z OPERONEM

Zadania otwarte

Uwagi ogolne.
o Jezeli zdajacy rozwigze bezbtednie zadanie inng metoda, nieopisang w schemacie, ale meryto-
rycznie poprawng, otrzymuje za to rozwigzanie maksymalna liczbe punktow.
e 72 btagd rachunkowy zdajacy traci 1 punkt, jezeli btad ten nie spowodowat znacznego utatwienia
lub utrudnienia zadania (wowczas nalezy potraktowac go tak, jakby byt btedem rzeczowym).
e Jezeli zdajacy popetni bfagd merytoryczny, otrzymuje punkty tylko za te czes¢ zadania, ktorg
rozwigzat do momentu popetnienia tego btedu, dalsza czes¢ nie jest oceniania (wiec jezeli
zostanie on popetniony na poczatku, zdajacy otrzymuje za zadanie O punktow).

e Jezeli zdajacy zle przepisze dane liczbowe z zadania, ale nie spowoduje to zmiany sensu zada-
nia badz nie ufatwi rozwigzania, woOwczas za cate zadanie traci 1 punkt.

o Jezeli zdajacy prawidtowo rozwigze zadanie, ale podczas zapisywania odpowiedzi Zle przepisze
rozwigzanie, nalezy potraktowac to jako btad nieuwagi, za ktoéry zdajacy nie traci punktu.

e Jezeli punkt ma byc¢ przyznany za zapisanie uktadu kilku rownan, to rownania te nie muszg byc
zapisane jedno pod drugim i pofaczone klamra, wystarczy, ze beda zapisane (w roznych miegj-

scach).

Numer Modelowe etapy rozwiazywania zadania Liczba
zadania by azy punktow
7. Postep: 1
Rozpatrzenie dwoch przypadkow i zapisanie uktadow nierownosci:

2x-7>0 i 2x-7<0
3Xx—(2x-7)<11 " |3x—(-2x+7)<11
lub

2x—-7>0 i 2x-7<0
3x—(2x-7)<11 " |3x—(-2x+7) <11

Pokonanie zasadniczych trudnosci: 2
Rozwigzanie przynajmniej jednego uktadu nieréwnosci:

7 7
X€<§, 4] Iubxe[i, 4]

lub
e Z>
‘2

Rozwigzanie bezbtedne: 3
Podanie rozwiazania: X € (—oc,4)

UWAGI

1. Zadajacy moze rozpatrzycC przypadki2x -7 >0i2x -7 <0.
2. Jezeli zadajacy rozpatrzy przypadki 2x —7 > 0i2x —7 < 0 lub nie rozpatrzy ich wcale, to za cate
zadanie otrzymuje 0 punktow.

Xe[—oo, %J lub x €
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Numer Modelowe etapy rozwigzywania zadania Liczba
zadania Py azy punktow
8. |lImetoda | Il metoda 1
Postep:
Przeksztatcenie lewej strony rownania Przeksztatcenie réwnania do postaci:
do postacl: ﬁsinx +§cosx = 3 i wyznaczenie z tego
L. ox_ T 2 2 2
sin[x + %] + sin[% _ x] - 2sin37cosT3 réwnania sin lub cos:
b sinX:373cosxIubcosx:sfﬁsmx
u \/g 3
T 27
T T 3 2x +?
sin|X + = |+ sin| = + x | = 2c0s—2-sin
[ G ] " [2 ’ ] 2 2
lub
™ ™
—2x+ T
™ ™ 3 3
COS| = — X ——|+C€0OSX =2c052C0s—— 2
[2 6 ] * 2 2
Istotny postep: 2
Przeksztatcenie rownania do jednej z po- Zapisanie rownania:
staci:  Eany )
o 3 sin x| 33X gy
cos[x - —] Y2 3
6) 2 f
lub COS? X + 3-8C0sXx | _ 44 doprowadzenie
sinjx+Z|= @ V3
3| 2 tych réwnan do najprostszej postaci
lub odpowiednio:
= 3 (*) 2sin? X —3sinx =0 lub
COS[*XJFE]:? (**) 2€082 X —3C0SX +1=0
Pokonanie zasadniczych trudnosci: 3
Rozwigzanie réwnania bez uwzglednie- Podanie rozwiazan rownan (*)
nia dzieaziny: Xe {0,%,%7&',#,2#} - bez uwzglednienia
x=2krlubx=242knikeC
3 zalozenia cosx > 0 lub
**) x e {O%,%w,zw} - bez uwzglednienia
zalozenia sinx >0
Rozwigzanie bezbiedne: 4

Podanie poprawnych rozwiazan x ¢ {0,%,24

UWAGI

1. Za brak zapisu k < C nie trzeba odja¢ punktu, o ile z dalszej cze$ci rozwigzania zadania jasno wyni-
ka, Zze zdajacy dobrze interpretuje k. Jezeli zapisze rozwigzania bez informacii, ze k € C i na tym

zakonczy lub dalej popetnia biedy, to za cate zadanie moze dosta¢ maksymalnie 2 punkty.
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Numer . . . Liczba
2adania Modelowe etapy rozwiazywania zadania punktow
9. W modelu rozwiazania korzystamy z danych jak na rysunku: 1
D G C
F
H ]
S

A E K B
| metoda
Postep:
Obliczenie lub zaznaczenie na rysunku dtugosci dwoch ramion trapezu |AD| =10
i|BC|= 1042 oraz zauwazenie dwoch par odcinkéw réwnej diugosci:
|EB|=|FB|=y oraz |GC|=|CF|= X
Pokonanie zasadniczych trudnosci: 2
Wyznaczenie dtugosci odcinka KB: \KB\ =10 i zapisanie rownan pozwalajacych wyznaczy¢
xlub y: 10 +|EK|=|FB|, czyli: 10+ x =y
oraz x +y =102
Rozwigzanie bezbtedne: 3
Poda dfugosci odcinkow |CF|= x =5v2 -5, [FB| =y =5v2 +5
Il metoda 1
Postep:
Obliczy lub zaznaczy na rysunku diugosci dwoch ramion trapezu |AD| = 10, [BC| =102
i dfugos$¢ odcinka |KB| = 10 oraz zauwazy jedna pare odcinkow rownej dfugosci:
IGC| = |CF| = x
Pokonanie zasadniczych trudnosci: 2
Skorzystanie z twierdzenia o czworokacie opisanym na okregu i zapisanie réwnania:
104102 =20 +2x
Rozwigzanie bezbtedne: 3
Podanie dfugosci odcinkow: [CF| = X =5v2 5, |FB|=5v2 +5
Il metoda 1
Postep:
Obliczenie lub zaznaczenie na rysunku dtugosci dwoch ramion trapezu |AD| =10
i|BC|= 1042 oraz zauwazenie dwoch par odcinkdéw réwnej diugosci:
|EB| = |FB|=y oraz |GC|=|CF|= x
Pokonanie zasadniczych trudnosci: 2
Uzasadnienie, ze trojkaty CSF i FSB sa podobne lub wykazanie, ze kat CSB jest prosty
i zapisanie: 25 = xy i x +y =102
Rozwigzanie bezbtedne: 3

Podanie diugosci odcinkow: [CF| = x =5v2 -5, |FB| =52 +5

UWAGI

W Il metodzie w pokonaniu zasadniczych trudnosci zdajacy musi uzasadni¢ podobienstwo lub wy-
kazac, ze odpowiedni kat jest prosty. Jezeli zdajacy zapisze rédwnanie bez tego uzasadnienia, traci

punkt tylko za ten krok.
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Numer . . . Liczba
2adania Modelowe etapy rozwiazywania zadania punktow
10. Postep: 1
Skorzystanie z twierdzenia sinusoéw i wzoru na sinus kata podwojonego i wyznaczenie:
2bcosB=a
lub
Zapisanie twierdzenia cosinusow ze zmiennymi a, b, ¢ oraz cos 3:
a* = b?+c? —2bc(2c0s? B 1)
b? = a% +c? —2accos 3
oraz
Zapisanie, ze: 2¢? = 2bc(2cos2 8- 1) +2accos 3 (w réwnaniu nie powinno by¢ ani a2, ani b?)
Pokonanie zasadniczych trudnosci: 2
Zapisanie rownan, w ktérych nie bedzie funkcji cosinus (jedynie zmienne a, b, ¢):
2
a?=b*+c*— ZDC[Z-%A oraz b? = a% +¢c? 72ac-% (wymagane sg oba rownania)
lub
Zapisanie jednego rownania w postaci np.:
a2 a
2c2 =2bc|2-— —1|+2ac —
[ ap? ]+ 2b
lub
Wyznaczenie 2bcos 3 = a oraz zapisanie jednego z rownan:
¢ =b(4cos? 3-1)lub a® — b? = —2bccos? B+ be +accos 3
Rozwigzanie bezbtedne: 3
Prawidiowe przeksztaicenie rownan do tezy: a> — b? = bc
1. Postep: 1
Zapisanie warunku W(—1) =6 w postaci-2+a—-b+c=6
lub
Obliczenie pierwiastkow trojmianu x2 + x —6 i zapisanie
W(2)=0 iW(-3)=0albo zauwazenie, ze liczby 2 i—3 sa rowniez pierwiastkami wielo-
mianu W(x) (zdajacy moze to zapisac stownie)
lub
Podzielenie wielomianu W (x):(x? + x —6) i otrzymanie ilorazu Q(x) = 2x +a—2 i reszty
R(x)=(b—a+14)x+6a+c—12
Istotny postep: 2
a-b+c=8
Zapisanie uktadu rownan: (*){16 +4a+2b+c=0
-54+9a-3b+c=0
lub
a-b+c=8
Zapisanie uktadu rownan: (**){a—b =14
6a+c=12
Pokonanie zasadniczych trudnosci: 3
Doprowadzenie uktadu réwnan (*) lub (**) do rownania z jedng niewiadoma
Rozwigzanie bezbiedne: 4

Podanie rozwigzania:a=3, b=-11,¢c=-6

UWAGI

1. Jezeli podczas obliczania pierwiastkow trojmianu (albo podczas dzielenia wielomianow) zdajacy
popetni btad rachunkowy i zapisze uktad rownan dla btednie znalezionych dwoch réznych pier-

wiastkow (badz btednie wyznaczonej reszty ilorazu), nalezy odjac¢ 1 punkt.

2. Jezeli zdajacy dobrze obliczy pierwiastki (albo dobrze podzieli wielomiany), ale popetni btad
w zapisaniu uktadu (w ktorymkolwiek, ale jednym réwnaniu), rowniez nalezy odjac¢ 1 punkt.
3. Za dwa btednie zapisane réwnania za cate zadanie zdajacy moze otrzymac maksymalnie 1 punkt.
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Numer . . . Liczba
2adania Modelowe etapy rozwiazywania zadania punktow
12. Postep: 1
Przy oznaczeniach: A - zdarzenie polegajace na wylosowaniu pary liczb, ktorych iloczyn
jest mniejszy od 30; B - zdarzenie polegajace na wylosowaniu pary liczb, w ktorej pierw-
sza liczba jest mniejsza od drugiej liczby:
30
Obliczenie: |B| =29 +28+...+1= 435 (lub |B| = [ ) |= 435)
lub
Wyznaczenie liczby zdarzen sprzyjajacych zdarzeniu An B:
Dla 1" na pierwszej pozycii: (1,2), (1,3),...,(1.29)
Dla ,2" na pierwszej pozycji: (2,3),(2.4),..., (2.14)
Dla ,3" na pierwszej pozyciji: (3,4), (3,5)...., (3,9)
Dla ,4" na pierwszej pozycji: (4,5),(4,6), (4,7)
Inne liczby na 1. pozycji hie moga sie znajdowac.
Zatem: |[ANB|=28+12+6+3=49
Pokonanie zasadniczych trudnosci: 2
Obliczenie: |B| = 435 oraz |An B| =49
Rozwigzanie bezbtedne: 19 3
Podanie rozwiazania: P(A|B) = 755

UWAGI

1. Za obliczenie ilosci wszystkich zdarzen elementarnych (\Q\) nie przyznaje sie punktu.

2. Jezeli podczas obliczania \A N B\ zdajacy rozpatrzy wszystkie przypadki, ale podczas zliczania po-
myli si€ 0 cO hajwyzej 2 zdarzenia elementarne, nalezy potraktowac to jako biagd rachunkowy.

3. Ostatni etap zadania (obliczenie prawdopodobienstwa) jest punktowany tylko wowczas, jezeli
moce zdarzen B oraz An B s3 obliczone poprawnie merytorycznie z mozliwym btedem rachunko-
wym - np. w obliczaniu |B| zdajacy zauwazy, ze jest to suma 29 +28 +...+1, ale Zle obliczy te sume.
4. JeZeli B oraz An B zdajacy wyznaczy z btedem rachunkowym, ale konsekwentnie obliczy P(A|B),
to za cate zadanie otrzymuje 1 punkt.

13.

Rozwigzanie zadania skiada sie z trzech etapow:

Etap | polega na zbadaniu warunku A > 0, za ten etap zdajacy moze otrzymac 2 punkty.

Etap Il polega na zbadaniu warunku podanego w zadaniu, za ten etap zdajacy moze otrzymac 3
punkty.

Etap lll to podanie rozwigzania. Za ten etap zdajacy otrzymuje 1 punkt.

Punkty za etap | i Il zdobywane s3 niezaleznie od siebie, punkt za etap lll przyznawany jest tylko
wtedy, gdy prawidtowo rozwigzane sg etapy | i Il (z ewentualnymi btedami rachunkowymi).

Etap |

Obliczenie wyrdznika A = 4m?® +4m? —8m i zapisanie, ze A >0 1
lub

Obliczenie wyréznika A = 4m°® +4m? —8m i wyznaczenie pierwiastkow wielomianu
A(m):m=-2,m =0 m, =1

Rozwigzanie nierownosci 4m* +4m? —8m > 0: 2
me(—2,0)u(1+)

Uwaga! Zdajacy moze na tym etapie uwzgledni¢ dodatkowo warunek m = -1 i zapisac
rozwigzanie tego etapu w postaci np. m € (—2,—1)U(-1,0) u(1,+o0) lub rownowaznej.

Etap Il

- m? 1
Zapisanie warunku x? + x3 > m - x,X, W postaci: 8 i 2-m -m
m+1)° M+
. L L. 8 2-m? o . . . 2
Przeksztafcenie nierdownosci > — 7 =M do postaci m” +3m —6 < 0 i zapisanie
zatozenia m = —1 m+1° M+
lub

Rozwigzanie nierownosci: m? +3m—6 < 0 bez zatozenia, ze m= —1:
m€<32\/§, 3+2\/§>
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Numer . . . Liczba
zadania Modelowe etapy rozwiazywania zadania punktow
Rozwigzanie nierownosci: m?+3m-6 <0 z zatozeniem, ze m = —1: 3

me(=3-433 -3+33 !
2 2
Etap I
Podanie rozwiazania: me (-2, —1)u(-1, 0) u[1, ‘7’+2\/§>

UWAGI

1. Jezeli w |l etapie zdajacy poda rozwigzanie bez zatozenia, ze m = —1, ale uwzgledni ten warunek
W rozwigzaniu ostatecznym przy wyznaczaniu czesci wspolnej, to za cate zadanie otrzymuje

maksymalna liczbe punktow.

2. Jezeli zdajacy zbada i rozwiaze dodatkowe niepotrzebne warunki i uwzgledni je w Ill etapie, to

nie otrzymuje punktu tylko za Il etap.

14.

Postep:
Zapisanie uktadu rownan:
ataq-+aq®+aq® =272

ag’=a+48
lub
4
PRUS AP D
1-q
aq’=a+48
Istotny postep: 2
Zapisanie réwnania:
(*)1+q+q2 +9° _17
ag? -1 3
lub
3 1-qg°

* =17
( )qZ -1 1- q
Pokonanie zasadniczych trudnosci: 3
Przeksztatcenie réwnania (*) do postaci 3g° — 1492 +3q +20 =0 i zapisanie go w jednej
z trzech mozliwych postaci iloczynowych: (q + 1)(3(72 -17q + 20) =0lub
(@-4)(3g> 29 -5)=0lub [qu](qu -99-12)=0
lub
Przeksztatcenie réwnania (**) do postaci
39* -17q° +179% +17q — 20 = 0 i zapisanie go w postaci iloczynu dwéch wielomianéw
stopnia drugiego, np.:
(@>-1)(36> =179 +20)=0
lub
Przeksztaicenie réwnania (**) do postaci3g? -17g+20=0
Rozwigzanie prawie pefne: 4
Wyznaczenie rozwigzan réwnan (*) lub (**): g=4 lub g :g
Rozwigzanie bezbtedne: 5

Sprawdzenie, ze q = % spetnia warunki zadania i podanie odpowiedzi:

272=27+45+75+125

UWAGI

Nie jest wymagane zatozenie, ze g = 1i q = —1. Jezeli jednak zdajacy nie odrzuci tych rozwiazan i na
tym zakonczy lub dalej popetnia btedy, to za cate zadanie otrzymuje maksymalnie 3 punkty.
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Numer . . . Liczba
zadania Modelowe etapy rozwiazywania zadania punktow
15. Postep: 1
Zapisanie rownania stycznej do paraboli poprowadzonej w punkcie P = [xo,%xg —1]:
1 1
V—ng +‘I:§xo(X—x0)
lub
Zapisanie warunku na to, aby prosta y = ax + b miata dokfadnie jeden punkt wspolny
Z parabolay = %xz —1: rbwnanie %xz —1=ax+b, czyli %xz —ax —b —1=0 ma dokiadnie
jedno rozwiazanie, gdy A=0:a>+b+1=0
Istotny postep: 2
Zapisanie warunku, jaki musi spetnia¢ styczna do okregu:
x2—-20
(*)7‘ i-20 _ 22
JAx2 +16
lub a*+b+1=0
Zapisanie ukfadu rownan (**):
p (**):{ lb+6[ _ 23
a’ +1
Pokonanie zasadniczych trudnosci: 3
Przeksztaicenie réwnania (*) do postaci: x§ —72x2 +272=0
lub
Przeksztatcenie uktadu (**) do réwnania z jedng niewiadoma, np.: —8b = b? +12b + 36
Rozwigzanie prawie petne: 4
Wyznaczenie rozwiazan réwnania (): X, € {fzﬁ,fz,z,zﬁ}
lub
Wyznaczenie rozwigzan réwnania (**): b= -2lub b =-18
Rozwigzanie bezbtedne: 5
Zapisanie wszystkich czterech prostych spetniajacych warunki zadania: y = x — 2,
y=—x-2y=V7x-18,y = —/17x -18

UWAGI

Jezeli zdajacy rozwigzuje zadanie metoda pochodnych i popetni btad w obliczeniu pochodnej funk-
cji kwadratowej, ale otrzyma funkcje liniowg o wspoétczynniku kierunkowym roznym od 0, to nale-
Zy potraktowac to jako btad rachunkowy (zdajacy traci 1 punkt), jezeli jednak wyznaczy pochodng
i otrzyma inng funkcje (np. staig albo wielomian trzeciego stopnia itp.), to nalezy potraktowac to
jako bfad rzeczowy.

16.

Rozwigzanie zadania sktada sie z trzech etapow:

Etap | polega na wyznaczeniu wysokosci graniastostupa za pomoca dtugosci jego krawedzi pod-
stawy (lub odwrotnie), zapisaniu objetosci bryty jako funkcji jednej zmiennej i wyznaczeniu jej
dziedziny, za ten etap zdajacy otrzymuje 3 punkty.

Etap Il polega na obliczeniu pochodnej funkcji, jej miejsc zerowych i zbadaniu z uzasadnieniem,
gdzie funkcja osigga wartosc najwieksza, za ten etap zdajacy otrzymuje 3 punkty.

Etap lll to podanie rozwigzania (wymiarOw graniastostupa i jego objetosci), za ten etap zdajacy
otrzymuje 1 punkt.

Etap |
Oznaczenie diugosci krawedzi podstawy graniastostupa jako a, a jego wysokosci jako H: 1
Zapisanie: H=S—-2aluba= %
Zapisanie objetosci bryty za pomocg jednej zmiennej: 2
J3 S—HV 3
V@ =a?>>=(S—2a)lubV(H)=|=——| ~=H
aaa(Sa)ub [2]4
Wyznaczenie dziedziny funkcji: 3

Dy : 2 € [o;g] Ub Dy : H < (0;5)

wiecej arkuszy na matematyzm.pl



Matematyka. Poziom rozszerzony
Probna Matura z OPERONEM

Numer R . R Liczba
zadania Modelowe etapy rozwigzywania zadania punktow
Etap lI
Wyznaczenie pochodnej funkcji V(a) lub V(H): 4
=22 =Y2(3H? —45H + §?
V'(2) = (~6a* +2a) lub V' (H) 16(3H SH+5?)
Obliczenie miejsc zerowych funkcji pochodnej: 5
a-0a-SIubH-2 H=s
3 3
6
Zbadanie znaku pochodnej i prawidtowe uzasadnienie, ze dla a :g (badz H = %) funkcja
V 0siaga najwiekszg wartosc:
Funkcja V(a) rosnie w [Og] i maleje w [gg] badz
Funkcja V(H) rosnie w [Og] i maleje w [gs]
Etap llI
7
Podanie wymiarow i objetosci bryty: a=H = g V= %53
UWAGI
1. Jezeli zdajacy zapisze objetos¢ graniastostupa z btedem rzeczowym, to moze otrzymac co naj-
wyzej 1 punkt za cate rozwigzanie, a jezeli dodatkowo poprawnie wyznaczy dziedzine funkcji V, to
moze otrzymac co hajwyzej 2 punkty za cate rozwigzanie.
2. Jezeli zdajacy obliczy pochodng funkcji V z biedem rachunkowym i otrzyma funkcje liniowa albo
funkcje kwadratowg o niedodatnim wyrézniku, to moze otrzymac punkty jedynie za pierwszy etap
rozwigzania.
3. Jesli zdajacy rozwigzuje zadanie dla innej bryty niz graniastostup prawidtowy trojkatny, to otrzy-
muje 0 punktow.
4. Za rozwigzanie z konkretng wartoscia liczbowa w miejsce S zdajacy otrzymuje 0 punktow.
[ . . .
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