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Zadania zamknigte

Punkt przyznaje sie za wskazanie poprawnej odpowiedzi.

Zadanie 1. (0-1)

. ) . i Poprawna
Wymagania ogolne Wymagania szczegolowe d iods
odpowiedz
. 1. Liczby rzeczywiste. Zdajacy oblicza potegi
iHi.nYZyi(::i(Z)}\:vS;iril;e o wyktadnikach wymiernych i stosuje prawa A
P .. dziatan na potegach o wyktadnikach wymiernych
reprezentacyi. (1.4)
Zadanie 2. (0—1)
1. Liczby rzeczywiste. Zdajacy wykorzystuje
pojecie wartosci bezwzglednej 1 jej interpretacje
. geometryczng (R1.1).
i'tv\yglzglrlzizsi;agfmac'i ALBO B
-1 3. Réwnania i nieréwnosci. Zdajacy rozwiazuje
réwnania i nierdwnosci z warto$cig bezwzgledna
(R3.9).
Zadanie 3. (0-1)
II. Wykorzystanie 1. Liczby rzeczywiste. Zdajacy stosuje
1 interpretowanie w obliczeniach wzor na logarytm potegi oraz C
reprezentacji. wzOr na zamiane¢ podstawy logarytmu (R1.2).
Zadanie 4. (0-1)
. 11. Rachunek rézniczkowy. Zdajacy oblicza
}Ii'n\tzykrg?x;i?;e granice funkcji (i granice jednostronne), D
re rerZI;ntac'i korzystajac z twierdzen o dzialaniach na
p It granicach i1 z wlasnosci funkcji ciggltych (R11.1).
Zadanie 5. (0-2)
11. Rachunek rézniczkowy. Zdajacy oblicza
granice funkcji (i granice jednostronne),
II. Wykorzystanie korzystajac z twierdzen o dziataniach na
1 interpretowanie granicach i1 z wlasnosci funkcji ciggtych (R11.1). 166

reprezentacji.

4. Funkcje. Zdajacy odczytuje z wykresu
wiasnosci funkceji (dziedzing, zbior wartosci)
(4.2).
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Ogolne zasady oceniania zadan otwartych

Uwaga: Akceptowane sq wszystkie odpowiedzi merytorycznie poprawne i spetniajgce warunki
zadania.

Zadanie 6. (0-3)

Wymagania ogolne Wymagania szczegolowe

11. Rachunek rézniczkowy. Zdajacy korzysta
z geometrycznej i fizycznej interpretacji pochodnej
(R11.3).

II. Wykorzystanie
1 interpretowanie reprezentacji.

Przykladowe rozwigzania

I sposob
Rozwazmy funkcje kwadratowa f* okre$long wzorem f (x) = J3x?-1.
Wspotezynnik kierunkowy stycznej do wykresu tej funkcji w punkcie P = (xo , yo)

V3

nachylonej do osi Ox pod katem 30° jest rowny tg30° = 3 1 jest rownoczesnie wartoscia
pochodnej funkcji f'w punkcie X, .
Wyznaczamy pochodng funkcji f f(x) = 243x.

Wspotrzedna x, punktu stycznos$ci spetnia wigc rownanie

2«/§x0 =§.
Stad
o=l
Wartos¢ funkcji £ dla argumentu x,, =% jest rowna
2
3-36
1) = B() 1=,

Zatem punkt P ma wspohrzedne: x, = % » Vo="3¢ -

I sposéb

Styczna do paraboli nachylona do osi Ox pod katem 30° ma wspotczynnik kierunkowy
réwny tg30° = g , wiec jej rOwnanie jest postaci y = gx +b.

Punkt P to jedyny punkt wspolny paraboli i tej stycznej, wiec uktad rownan y = J3x? -1

NE

1y= T3x +b ma doktadnie jedno rozwigzanie. Tak jest wtedy i tylko wtedy, gdy rownanie

B -1= gx+b , czyli JV3x? —gx —1-b=0 ma jedno rozwigzanie, ktorym jest
3

3

243

XOZ

N |-
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Jest to pierwsza wspotrzedna punktu P. Druga wspotrzedna tego punktu jest wigc rowna

- B4 1=

Schemat punktowania

Rozwigzanie, w ktorym postep jest niewielki, ale konieczny na drodze do pelnego

rozwiazania zadania 1p.
Zdajacy

e zapisze, ze wspdlczynnik kierunkowy stycznej jest rowny tg30° :g lub réwnanie

stycznej: y = gx +b

albo

e wyznaczy pochodng funkcji £ /' (x) = 2\3x .
Pokonanie zasadniczych trudnos$ci Zadania .........ceececveeecivercnisencsseicssescsssnscsssnssssnssssesess 2p.
Zdajacy

e zapisze rOwnanie: 2\/§x0 = g

albo
3

e zapisze réwnanie: e —?x—l—b:O i stwierdzi, ze ma ono dokladnie jedno

rozwigzanie, np. zapisze A=0.

ROZWIQZanie PelnNe ........ocoeiiiieiinisniiniiniininniisnniinsnicsssnicssssisssssesssssosssssssssssossssssssssssssssssssses 3p.

Zdajacy wyznaczy wspolrzedne punktu P: x, = % » Yo="3¢ -

Uwagi

1. Jezeli zdajacy btednie wyznaczy pochodng funkcji, ale poprawnie wyznaczy wspotczynnik
kierunkowy stycznej, to jesli nawet konsekwentnie rozwigze zadanie do konca, otrzymuje
1 punkt.

2. Jezeli zdajacy przyjmie, ze wspotczynnik kierunkowy stycznej jest rowny tg30°, ale

_1

-2
itp., 1 konsekwentnie do popetnionego bledu rozwiaze zadanie do konca, bez Zadnego
innego bledu, to otrzymuje 2 punkty.

3. Jezeli zdajacy btednie zinterpretuje wspotczynnik kierunkowy stycznej do paraboli, np.

przypisuje tej wielkosci btgdng wartos¢ liczbowa, np. zapisze a =3 lub a= 5:4714

zapisze a =% lub a =sina itp., 1 konsekwentnie do popetnionego bledu rozwiaze zadanie

do konca to otrzymuje 1 punkt.

4. Jezeli zdajacy blednie przyjmie, ze kat nachylenia stycznej do osi Ox jest réwny 150°,
1 konsekwentnie do popetlionego btedu rozwigze zadanie do konca lub rozpatruje dwie
styczne o katach nachylenia 30° i 150° do osi Ox, to otrzymuje 2 punkty.

5. Jezeli zdajacy realizuje strategi¢ rozwigzania zadania i popelnia jedynie bledy rachunkowe,
to moze otrzymac 2 punkty, o ile popetnione bledy nie utatwiajg rozwigzania na zadnym
etapie.
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Zadanie 7. (0-3)

7. Planimetria. Zdajacy stosuje twierdzenia
charakteryzujace czworokaty wpisane w okrag
i czworokaty opisane na okregu (R7.1).

V. Rozumowanie
1 argumentacja.

Przykladowe rozwigzania

I sposob — bilans katow
Oznaczmy miary katow trojkata ABC odpowiednio przez 2a,2f3,2y, a punkt wspdlny
dwusiecznej d, i odcinka KL przez P, dwusiecznej d. 1 odcinka LM przez R oraz

dwusiecznej dj i odcinka MN przez Q.

C

Woweczas 2a+ 28+ 2y =180°, stad a + B+ y=90°. Wtedy
|«<KAP|=ar, zatem |« AKP|=90°—¢a i [<LKN|=180°—(90°— ) =90°+

oraz

|<CMR|=90°—y oraz |«<BMQ|=90°-f3,

zatem |<LMN|=180°—(90°—)—(90°— )=+ .
Suma katow LKN i1 LMN jest wigc rdwna

|XLKN|+|«LMN|=(90°+a)+(B+y)=a+ B+ y+90°=180°.

To oznacza, ze na czworokacie KNML mozna opisac¢ okrag.
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I spos6b — symetralne

A

Rozwazmy trojkat KLM. Z definicji symetrii osiowej wynika, ze dwusieczna d, jest
symetralng boku KL. Analogicznie dwusieczna d. jest symetralng boku LM. Symetralne
bokoéw trojkata przecinaja si¢ w jednym punkcie, ktéry jest srodkiem okrggu opisanego na
tym trojkacie — oznaczmy go przez O. Czyli punkt wspdlny dwusiecznych d, id,
(symetralnych bokow trojkata KLM) jest Srodkiem okregu, ktorego promieniem jest
w szczegblnosci odcinek OL.

Podobnie rozwazmy trojkat LMN . Z definicji symetrii osiowej wynika, ze dwusieczna d
jest symetralng boku LM . Analogicznie dwusieczna d, jest symetralng boku MN . Punkt

wspolny tych dwusiecznych (symetralnych) jest tym samym punktem, o ktérym byta mowa
wyzej 1 jest oczywiscie srodkiem okrggu opisanego na trojkacie LMN. Zatem musi to by¢ ten
sam okrag. Wszystkie wierzcholki czworokata KNML leza na tym okregu. To konczy dowad.
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11 sposéb — réwno$¢ promieni

Oznaczmy przez O punkt przecigcia si¢ dwusiecznych katow trojkata ABC, punkt wspdlny
dwusiecznej d, 1 odcinka KL przez P, dwusiecznej d. 1 odcinka LM przez R oraz

dwusiecznej dj i odcinka MN przez Q.

Z definicji symetrii osiowej i z tre$ci zadania wynika, ze |KP| = |LP| oraz KL 1 AO . Oznacza
to, ze trojkaty OPK 1 OPL sg prostokatne, majg wspolng przyprostokatng OP oraz pozostate
przyprostokatne sg rownej dtugosci. Sg to wiec trojkaty przystajace (na mocy cechy bkb
przystawania trojkatow). Stad wynika, ze |OL| = |OK | Analogicznie trojkaty ORL i ORM s3
przystajace oraz trojkaty OOM 1 OQN sa przystajace, a w konsekwencji |OL| :|OM | oraz
|0M | = |0N | Zatem punkt O jest wigc rownooddalony od wszystkich wierzchotkoéw

czworokata KNML, a to oznacza, ze na tym czworokacie mozna opisa¢ okrag.

Schemat punktowania
Rozwigzanie, w ktorym jest iStotny POSEEP ...ccccccveeevercsiissernsninsseicsnssssnsssnessssessssssssssssesans 1p.
Zdajacy
e wyznaczy miar¢ jednego z katow czworokata KNML w zaleznosci od miar katow
trojkata ABC, np.: [<LKN|=90°+¢r
albo

e zapisze, ze prosta zawierajaca dwusieczng kata trojkata ABC jest symetralng jednego
z odcinkow KL, LM, MN
albo

e zapisze jedng lub dwie rownosci sposrod: |OL| = |OK

OL|=|oM

, , [oM|=|ON)|

1 na tym zakonczy lub dalej popetnia btedy.
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Pokonanie zasadniczych trudnos$ci Zadania .........coeeeeeviccirencnssencsseicsseecsssnscsssnsssssnssssesess 2p.
Zdajacy
e wyznaczy miary dwoch przeciwleglych katow czworokata KNML w zaleznosci od
miar katow trojkata ABC, np.: |<):LKN| =90°+a i |<ILMN| =[+y
albo
e zapisze, ze punkt przeciecia dwusiecznych katow trojkata ABC jest srodkiem okregu
opisanego na trojkacie KLM lub na trojkacie LMN, lub zZe jest punktem przecigcia
symetralnych trzech bokéw czworokata KNML

albo
e zapisze 1 uzasadni jedng lub dwie rownosci sposrod: |OL| = |OK , OL| = |OM ,

|oM |=|ON|
Uwaga
Jezeli zdajacy zapisze wszystkie rownosci |0L| = |0K , OL| = |OM , |OM | = |ON |
1 stad wyciagnie wniosek, ze punkt O jest srodkiem okregu opisanego na czworokacie
KNML, ale nie uzasadni zadnej z tych rownosci (lub uzasadnienie nie bedzie peine),
to otrzymuje 2 punkty.

ROZWIQZanie PelNe ........oiooeiiiiveiiniveiiniseninsseicsssnicssnicsssnsssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssasssssases 3p.

Zdajacy przeprowadzi pelne rozumowanie.

Uwagi
1. Jezeli zdajacy przeprowadza dowod z wykorzystaniem bilansu katow i1 korzysta z rownosci
katow w trdjkatach réwnoramiennych, to moze otrzymaé¢ 3 punkty takze w przypadku,
gdy bez stosownego komentarza korzysta z faktu, ze trojkaty sa rOwnoramienne.
2. Jezeli zdajacy
e uzalezni wszystkie katy trojkata ABC oraz jeden z katow czworokata KNML
albo
e uzalezni jeden z katow LKN, KNM i jeden z katow KLM, NML
od katow a =<« AKL =<« ALK, f =<« BML =<« BLMiy=<« CLM = « CML, to otrzymuje
1 punkt.
3. Jezeli zdajacy
e wyznaczy 2 przeciwlegte katy czworokata KNML w zaleznosci od a, f, y i wykaze, ze

a+pB+y=180°

albo

e wyznaczy wszystkie katy czworokata KNML 1 obliczy sum¢ dwoch przeciwlegtych
katow czworokata KNML,

to otrzymuje 2 punkty.
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Zadanie 8. (0-3)

2. Wyrazenia algebraiczne. Zdajacy rozktada wielomian
na czynniki, stosujagc wzory skroconego mnozenia lub
V. Rozumowanie wylaczajac wspolny czynnik przed nawias (R2.3).

1 argumentacja. SP2. Dziatania na liczbach naturalnych. Zdajacy
rozpoznaje liczby naturalne podzielne przez 2, 3
(SP2.3).

Przykladowe rozwigzania

I sposéb
Zauwazmy, ze k’m —km® = km(k> —m*) = km(k + m)(k — m).
Rozwigzanie zadania sktada si¢ z dwdch etapow:

e uzasadnienie podzielnosci przez 2;

e uzasadnienie podzielnosci przez 3.
Podzielnos¢ przez 2.

Gdy ktorakolwiek z liczb k, m jest parzysta, to iloczyn l’cm(k2 - mz) jest parzysty, a gdy obie
liczby k, m sa nieparzyste, to ich suma k +m jest liczba parzysta, wi¢c iloczyn
km (k+m)(k—m) jest podzielny przez 2.

Podzielnos¢ przez 3. (I sposob)
Dowdd przeprowadzimy w czterech roztacznych sytuacjach: A, B, C, D.
A. Ktorakolwiek z liczb k, m jest podzielna przez 3
Wtedy iloczyn km (k2 - mz) jest podzielny przez 3.

B. Obie liczby k, m przy dzieleniu przez 3 daja reszte 1
Wtedy liczba k —m jest podzielna przez 3, wigc iloczyn km(k +m)(k—m) jest
podzielny przez 3.

C. Obie liczby k, m przy dzieleniu przez 3 daja resztg 2
Wtedy liczba k —m jest podzielna przez 3, wigc iloczyn km (k +m)(k—m) jest
podzielny przez 3.

D. Jedna z liczb k, m przy dzieleniu przez 3 daje reszte 1, a druga przy dzieleniu przez 3
daje reszte 2

Wtedy liczba k +m jest podzielna przez 3, wigc iloczyn km(k+m)(k—m) jest
podzielny przez 3.

Podzielnos¢ przez 3. (II sposob)
Dowod przeprowadzimy w dwoch roztgcznych sytuacjach: E, F.
E. Ktorakolwiek z liczb k, m jest podzielna przez 3.
Wtedy iloczyn l’cm(k2 -~ mz) jest podzielny przez 3.

F. Zadna z liczb k, m nie jest podzielna przez 3.
Wtedy kwadrat kazdej z nich przy dzieleniu przez 3 daje reszte 1, wigc roznica
k> —m”* jest podzielna przez 3.

Wykazali$my zatem, Ze liczba k’m—km’ jest podzielna przez 2 i przez 3, wigc jest podzielna
przez 2 -3, czyli przez 6. To konczy dowdd.
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I sposéb

Zauwazmy, ze

Km—lkm’ = km (k> =1+1=m* ) =km (k* =1)—km(m* =1) = km (k =1) (k +1) = km (m —1) (m+1)
Hoczynk (k—1)(k+1) to iloczyn trzech kolejnych liczb catkowitych, wigc doktadnie jedna

z nich jest podzielna przez 3 i co najmniej jedna jest podzielna przez 2, wigc iloczyn jest
podzielny przez 2 1 przez 3, a wigc jest podzielny przez 6. Analogicznie iloczyn
m(m—1)(m+1) jest podzielny przez 6. Roznica dwoch liczb podzielnych przez 6 jest

podzielna przez 6. To konczy dowod.

Schemat punktowania

Z.dAJACY OLTZYIMUJE ..cuvereernrersrarcsssarssssssssassssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssnsssssnssss 1p.
jesli

e uzasadni podzielnos¢ przez 2
albo

e uzasadni podzielno$¢ przez 3 w dwoch przypadkach sposrod A, B, C, D,
albo
e uzasadni podzielnos¢ przez 3 w przypadku F.
Z.dAaJACY OLTZYMUJE ..uueverreersrnnricssssanresssssssasssssssssssssssssesssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssse 2 p.
jesli
e uzasadni podzielno$¢ przez 2 i uzasadni podzielno$¢ przez 3 w dwoch przypadkach
sposrod A, B, C, D
albo
e uzasadni podzielno$¢ przez 2 i uzasadni podzielno$¢ przez 3 w przypadku F,
albo
e uzasadni podzielno$¢ przez 3,
albo

e zapisze liczb¢ k’m—km® wpostaci km(k—1)(k+1)—km(m—1)(m+1).

Z.daJACY OLTZYIMNUJE .uuereevrrresssnrcssnresssnossssnosssssossssesssssssssssssssssssssssssssssesssssssssssssssssossssssssnsses 3p.
przeprowadzi petne rozumowanie uzasadniajace podzielno$¢ przez 6.

Uwagi

1. Akceptujemy sytuacj¢, w ktorej zdajacy stwierdza bez uzasadnienia, ze iloczyn trzech
kolejnych liczb catkowitych jest podzielny przez 6 oraz rdznica liczb podzielnych
przez 6 jest podzielna przez 6.

2. Jezeli zdajacy rozwaza reszty z dzielenia liczb k 1 m przez 6 i udowodni podzielno$é
przez 6 w jednym z ponizszych 5 przypadkow:
- doktadnie jedna z liczb k, m jest podzielna przez 6 lub obie liczby k, m daja przy
dzieleniu przez 6 t¢ samg reszte;
- zadna z liczb k, m nie jest podzielna przez 6, a o podzielno$ci liczby K*m — km?
mozna wnioskowac na podstawie iloczynu liczb £, m;
- zadna z liczb k, m nie jest podzielna przez 6, a o podzielno$ci liczby K*m — km?
mozna wnioskowac na podstawie sumy liczb &, m;
- zadna z liczb k, m nie jest podzielna przez 6, a o podzielno$ci liczby K*m — km?
mozna wnioskowac¢ na podstawie sumy i iloczynu liczb &, m;
- zadna z liczb k, m nie jest podzielna przez 6, a o podzielno$ci liczby K*m — km?
mozna wnioskowac¢ na podstawie roéznicy i iloczynu liczb k, m,
to otrzymuje 1 punkt.
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3. Jezeli zdajacy rozwaza reszty z dzielenia liczb k 1 m przez 6 i udowodni podzielnos¢
przez 6 w trzech z ponizszych 5 przypadkow:
- doktadnie jedna z liczb k, m jest podzielna przez 6 lub obie liczby k, m daja przy
dzieleniu przez 6 t¢ samg reszte;
- zadna z liczb k, m nie jest podzielna przez 6, a o podzielno$ci liczby K*m — km?
mozna wnioskowac na podstawie iloczynu liczb k, m;
- zadna z liczb k, m nie jest podzielna przez 6, a o podzielno$ci liczby K*m — km?
mozna wnioskowac na podstawie sumy liczb &, m;
- zadna z liczb k, m nie jest podzielna przez 6, a o podzielno$ci liczby K*m — km?
mozna wnioskowac¢ na podstawie sumy i iloczynu liczb &, m;
- zadna z liczb k, m nie jest podzielna przez 6, a o podzielno$ci liczby K*m — km?
mozna wnioskowac¢ na podstawie roéznicy i iloczynu liczb k, m,
to otrzymuje 2 punkty.

Zadanie 9. (0—4)

10. Elementy statystyki opisowej. Teoria
prawdopodobienstwa i kombinatoryka. Zdajacy
wykorzystuje wzory na liczbg¢ permutacji, kombinacji,
II1. Modelowanie wariacji 1 wariacji z powtorzeniami do zliczania
matematyczne. obiektow w bardziej ztozonych sytuacjach
kombinatorycznych (R10.1). Zdajacy oblicza
prawdopodobienstwa w prostych sytuacjach, stosujac
klasyczng definicje prawdopodobienstwa (10.3).

Przykladowe rozwigzania

I sposob
Zdarzeniami elementarnymi sa permutacje (bez powtdrzen) zbioru osmioelementowego
{1,2,3,4,5,6,7,9}.

Liczba wszystkich zdarzen elementarnych jest rowna |Q| =8!.

Niech 4 bedzie zdarzeniem, polegajacym na tym, ze zadne dwie liczby parzyste nie sa
sgsiednimi wyrazami utworzonego ciggu. Ustalmy liczb¢ wszystkich zdarzen elementarnych
sprzyjajacych zdarzeniu 4.

1 metoda

W zbiorze Z jest 5 liczb nieparzystych, wiec mozemy je ustawi¢ w cigg na 5! sposobow.
Otrzymamy wtedy sytuacje:

O_N_2_ n_@G)_ n_(4)_ Nn_5_ N6

Pierwsza z pozostatych liczb (parzystych) zbioru Z mozemy ustawi¢ na jednym z szeSciu
miejsc _(1)_ — _e)_, druga na jednym z pozostatych pieciu, a trzecig na jednym z pozostatych
czterech.

Zatem [4|=516-5-4.
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1l metoda

W zbiorze Z jest 5 liczb nieparzystych, wigc mozemy je ustawi¢ w cigg na 5! sposobow.
Otrzymamy wtedy sytuacje:

M _N_2_ n_@3) Nn_@4_ Nn_5_ N

Trzy pozostate liczby (parzyste) ze zbioru Z musimy ustawi¢ na wybranych trzech miejscach
sposrod szesciu miejsc (1. — _6)_. Te trzy miejsca mozemy wybraé na (g ) sposoboéw. Na
tych trzech ustalonych miejscach mozemy trzy liczby parzyste ze zbioru Z ustawi¢ na 3!
SpOsobow.

Zatem |4]=5!($) 3.

11l metoda (ustalenie kolejno$ci parzystych, a nast¢pnie ustalenie pozycji parzystych)

W zbiorze Z mamy 3 liczby parzyste: 2, 4, 6. Mozemy ustawi¢ je w kolejnosci na 3!=6
sposobow. Jedng z takich mozliwosci jest kolejnos¢: 2, 4, 6.

Wypiszmy wszystkie przypadki ustawienia tych trzech liczb w kolejnosci 2, 4, 6 w ciagu
8-wyrazowym:

(a) 2 na pierwszym miejscu

2-4-6-——2-4-—-6——-2-4-——6-,2-4———-06,2——4-6——,
2—-——-4-——-6—-,2-——-4-——6,2——-4-6—-,2——4——-6,2————4-6,

(b) 2 na drugim miejscu
-2-4-6-——-2-4-——-6—,-2-4-——6,-2—-——-4-6—-,-2-——4—--06,
—2———4-6,

(c) 2 na trzecim miejscu

——2-4-6—-,-—-2-4--6,——-2—--4-6,
(d) 2 na czwartym miejscu

———2-4-6.
Lacznie mamy 20 przypadkow ustawienia w ciggu 8-wyrazowym trzech liczb parzystych
—2,4,6—w kolejnosci 2, 4, 6.
Poniewaz mamy 6 mozliwo$ci ustalenia kolejnosci dla trzech liczb 2, 4, 6, wiec liczby
parzyste ze zbioru Z mozemy ustawi¢ na 6-20 sposobow.
Do ustawionych liczb parzystych na wolne miejsca ustawiamy liczby nieparzyste, a mozemy
to zrobi¢ na 5! sposobow.

Zatem |4|=6-20-5!.

1V metoda (ustalenie pozycji parzystych)

Wypiszmy wszystkie przypadki wyboru trzech miejsc, sposrod o$miu, dla liczb parzystych,

z uwzglednieniem warunku, ze zadne dwie parzyste nie sgsiaduja ze soba.

(a) pierwsza liczba parzysta na pierwszym miejscu
p-p-p—>»P-P-——P——=P-P——"P>P-P————"PP——P- P~
p——pP—-—"P-»P-——P——"PP~——P PP~ P——PP————DP—D

(b) pierwsza liczba parzysta na drugim miejscu
PP PP PP P PP PP PH—P——P——D
“P——=P—P;

(c) pierwsza liczba parzysta na trzecim miejscu
~—— PP P->——PP——P.—"P——PDP

(d) pierwsza liczba parzysta na czwartym miejscu
B Ll A

Lacznie mamy 20 przypadkow ustalenia w ciggu 8-wyrazowym pozycji liczb parzystych.

Zatem |4|=20-3!5.
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Uwaga! Te same przypadki wyboru uzyskamy, wypisujac wszystkie ustawienia liczb
parzystych 1 nieparzystych przy zalozeniu, ze rozpoczynamy najpierw od liczby parzystej (10
przypadkéw), a nastepnie od nieparzystej (kolejne 10 przypadkéw). Ponadto nalezy pamigtac,
ze przedstawione tu przypadki ustawien liczb parzystych (a tym samym 1 nieparzystych)
moga by¢ przedstawione jako galgzie drzewa probabilistycznego z 20 gatgziami.

V metoda (przerwy migdzy parzystymi)

Trzy liczby parzyste musimy rozdzieli¢ pigcioma nieparzystymi, przy czym nieparzyste
mozemy umieszcza¢ takze przed wszystkimi parzystymi lub po wszystkich parzystych.
Mamy zatem 4 usytuowania dla liczb nieparzystych.

Wypiszmy najpierw przypadki uwzgledniajace liczbe pozycji dla liczb nieparzystych
w poszczegblnych usytuowaniach (cyfra oznacza liczbe miejsc zajetych przez liczby
nieparzyste, litera p oznacza liczbg parzysta).

0-p-1-p-1-p-3, 0-p-1-p-2-p-2, 0-p-1-p-3-p-1, 0-p-1-p-4-p-0, 0-p-2-p-1-p-2, 0-p-2-p-2-p-1,
0-p-2-p-3-p-0, 0-p-3-p-1-p-1, 0-p-3-p-2-p-0, 0-p-4-p-1-p-0, 1-p-1-p-1-p-1, I1-p-1-p-2-p-1,
1-p-1-p-3-p-0, 1-p-2-p-1-p-1, 1-p-2-p-2-p-0, 1-p-3-p-1-p-0, 2-p-1-p-1-p-1, 2-p-1-p-2-p-0,
2-p-2-p-1-p-0, 3-p-1-p-1-p-0

Lacznie mamy 20 takich przypadkow.

Zatem |A4|=20-3!5!.

Obliczamy prawdopodobienstwo:
3151

P(A):20 3.5.:m:i.

8! 28 14

I sposéb (zdarzenie przeciwne)

Zdarzeniami elementarnymi sa permutacje (bez powtdrzen) zbioru o$mioelementowego
{1,2,3,4,5,6,7,9}.

Liczba wszystkich zdarzen elementarnych jest rowna |Q| =38!

Niech 4 bedzie zdarzeniem, polegajacym na tym, ze zadne dwie liczby parzyste nie s3
sasiednimi wyrazami utworzonego ciagu.

Zdarzeniem przeciwnym A’ jest otrzymanie w wyniku permutacji zbioru Z ciggu, w ktérym
liczby parzyste sg sgsiednimi wyrazami ciggu, tzn.

I: wszystkie trzy liczby parzyste beda kolejnymi wyrazami ciagu

albo

II. dwie liczby parzyste beda kolejnymi wyrazami ciaggu, a trzecia liczba parzysta nie bedzie
sasiadowac z zadng z nich.

W sytuacji I miejsca dla liczb parzystych wybieramy na 6 sposobdw, ustawiamy na tych
miejscach liczby parzyste na 3! sposobdw, a pozostate liczby ustawiamy na pi¢ciu miejscach
na 5! sposobow.

W sytuacji II. dla sgsiadujacych liczb parzystych wybieramy miejsca na 7 sposobow:

mi 1 mz, mz2 1 m3, m3 1 ms4, m4 1 ms, ms i me, me 1 M7, m7 1 ms.

Miejsce dla trzeciej parzystej liczby mozemy wybraé: na 5 sposobdéw wtedy, gdy parzyste
liczby sgsiadujg na miejscach mi 1 mz albo na miejscach m7 i ms oraz na 4 sposoby w kazde;j
z pozostatych mozliwosci.

Liczby parzyste mozemy rozstawi¢ na wybranych miejscach na 3! sposobdw, a pozostate
liczby ustawiamy na pi¢ciu miejscach na 5! sposobow.

Wszystkich zdarzen elementarnych sprzyjajacych zdarzeniu 4" jest:
6-31542-5-35+5-4-3151!.
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Obliczamy prawdopodobienstwo zdarzenia 4:
P(4)=1-P(4)=1-2034t_y 3606, 36_320_3

8! 6-7-8 56 56 14
Uwaga! Zdajacy moze wypisywac przypadki, w ktorych wystapig zdarzenia elementarne
sprzyjajace zdarzeniu A’, stosujgc metody analogiczne do metod III, IV, V z I sposobu
rozwigzania, i uwzgledni¢ 36 rozlacznych przypadkow.

Schemat punktowania

Rozwigzanie, w ktorym postep jest niewielki, ale konieczny na drodze do pelnego
FOZWIAZAMEA cecueeeerrerenssencssnncssnncssssesssssecssssesssssesssssesssssesssssesssssssssssssssssssssssssssssssssssssssasssssnse 1p.
Zdajacy

e zapisze |Q| =38!

albo

e wypisze przynajmniej 11 réznych przypadkéw sposrdd 20, gdy rozpatruje zdarzenie A
albo

e wypisze przynajmniej 19 réznych przypadkéw spoérod 36, gdy rozpatruje zdarzenie A4,

albo

e zapisze, ze jest (g) lub 6-5-4 przypadkéw, gdy rozpatruje zdarzenie A (lub

6+2-5+5-4 przypadkéw, gdy rozpatruje zdarzenie A'),

albo

e zapisze iloczyn 3!'5! lub w inny sposob zaznaczy uwzglednienie iloczynu 3!5!,
wynikajacego z permutacji liczb parzystych i liczb nieparzystych na wybranych dla nich
miejscach,

albo

e narysuje drzewo z wyrdéznionymi co najmniej 11 roéznymi istotnymi gateziami
odpowiadajacymi zdarzeniu 4 (albo z wyrdéznionymi co najmniej 19 ré6znymi istotnymi
gateziami odpowiadajagcymi zdarzeniu A4"),

albo

e narysuje niepelne drzewo (moze wystgpi¢ brak istotnych gatezi odpowiadajacych
zdarzeniu 4 lub A’), ale na wszystkich odcinkach co najmniej jednej galezi zapisze
prawdopodobienstwa, przy czym galaz ta musi uwzglednia¢ jeden z przypadkow:
wylosowano 3 parzyste liczby lub wylosowano 7 liczb

1 na tym zakonczy lub dalej popetnia btedy.

Rozwigzanie, w KtOrym jest iStotny POSTEP ...ccccceeccreressrercsseressarcsssessssssssssssssssssssssasssssanes 2p.

Zdajacy

e 7zapisze |Q|:8! 1 wypisze przynajmniej 11 roéznych przypadkow sposrod 20, gdy

rozpatruje zdarzenie 4,
albo

o zapisze |Q=8! i wypisze przynajmniej 19 roznych przypadkow sposrod 36, gdy

rozpatruje zdarzenie 4,
albo

e 7zapisze |Q| = 8! i zapisze, ze jest (36,) lub 6-5-4 przypadkow, gdy rozpatruje zdarzenie 4
(lub 6+2-5+5-4 przypadkow, gdy rozpatruje zdarzenie A'),
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albo
e zapisze []=($)-3:5! lub |4[=6-5-4-5! lub [4]=20-3}5! lub

A A

=(6+2-5+5-4)-315! lub

=36-35!,

albo

e narysuje drzewo z wyrdéznionymi co najmniej 11 rdéznymi istotnymi gatgziami
odpowiadajagcymi zdarzeniu 4 (albo z wyréznionymi co najmniej 19 ré6znymi istotnymi
gateziami odpowiadajgcymi zdarzeniu A”) i na wszystkich odcinkach co najmniej jednej
galezi zapisze prawdopodobiefstwa, przy czym galaz ta musi uwzglednia¢ jeden
z przypadkow: wylosowano 3 parzyste liczby lub wylosowano 7 liczb

1 na tym zakonczy lub dalej popetnia btedy.

Pokonanie zasadniczych trudnosci zadania ..........ocoveevecereisuecnnnene 3p.

Zdajacy

e zapisze [ =8! i zapisze |4]=($)-315! lub |4]=6-5-4:5! lub |4]=20-3!5!

lub

albo
e zapisze prawdopodobienstwo zdarzenia A4 (albo A4") zgodnie z ,,metodg drzewkow3a”.

A A'|=36-3!5!

=(6+2-5+5-4)-3:5! lub

ROZWIQZanie PelNe .......eoiievvvueiiiniisnniiniisnnnicnnisnniicsisnnicssssnsnesssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssns 4 p.
Zdajacy obliczy prawdopodobienstwo: P(4) =17

Uwagi

1. Mozemy tez rozpatrywaé¢ model probabilistyczny, w ktérym zdarzeniem elementarnym
jest 3 elementowy podzbior zbioru 8 elementowego (nie uwzgledniamy wowczas
kolejnosci ustawienia liczb nieparzystych ani kolejnosci ustawienia liczb parzystych,

a jedynie pozycje zajmowane przez te liczby). Wtedy |Q|=(§)=56, A|=(g)=20,

_5
P(4)=7.
2. Jezeli zdajacy blednie zalozy, ze podany w tresci zadania o$mioelementowy zbidr Z

zawiera 4 liczby parzyste i1 4 liczby nieparzyste (np. zatozy, ze zbior Z zawiera liczbg

8 zamiast 9) i1 rozwigze zadanie do konca, otrzymujac P(A) =%=ﬁ, to otrzymuje

2 punkty. Zdajacy otrzymuje w tej sytuacji 1 punkt tylko za zapisanie |Q| =8l

3. Jezeli zdajacy biednie zalozy, ze podany w tresci zadania zbidr Z jest 9-elementowy
(i zawiera 4 liczby parzyste 1 5 liczby nieparzystych) i konsekwentnie rozwigze zadanie do
konca, to otrzymuje 3 punkty.

4. Jezeli zdajacy zapisze [QQ]=8! oraz rozpatrujac zdarzenie A’ rozwazy trzy sytuacje:

I. wszystkie trzy liczby parzyste sa kolejnymi wyrazami ciggu;
II. dwie liczby parzyste s3 dwoma skrajnymi (pierwszym i drugim lub siédmym
1 6smym) wyrazami ciggu, a trzecia liczba parzysta nie sgsiaduje bezposrednio z zadng
z nich;
III. dwie liczby parzyste s3 dwoma kolejnymi, ale nie skrajnymi wyrazami ciggu,
a trzecia parzysta nie sgsiaduje bezposrednio z zadng z nich
oraz zapisze sposob zliczania tych ciggéw w kazdej z tych trzech sytuacji, uwzgledniajacy
permutacje liczb parzystych i liczb nieparzystych i jednoczenie gwarantujacy to, ze zaden
cigg nie zostanie policzony wielokrotnie;
a ponadto nie ustali poprawnej liczby wszystkich zdarzen elementarnych sprzyjajacych
zdarzeniu A, to otrzymuje 2 punkty.
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5. Jezeli zdajacy rozwaza zdarzenie A 1 wypisuje przynajmniej 12 przypadkow, ale jeden
z nich zapisuje dwukrotnie, to otrzymuje przynajmniej 1 punkt. Dotyczy to takze sytuacji
wypisania 21 przypadkow.

Zadanie 10. (0—4)

9. Stereometria. Zdajacy rozpoznaje w walcach

1 w stozkach kat migdzy odcinkami oraz kat miedzy
IV. Uzycie i tworzenie strategii. | odcinkami i plaszczyznami (9.3).

3. Réwnania 1 nierdwnosci. Zdajacy rozwigzuje
réwnania kwadratowe z jedna niewiadoma (3.4).

Przykladowe rozwigzanie

Przekrojem osiowym stozka jest trapez rownoramienny ABCD. Niech DE oznacza wysoko$¢
stozka opuszczong z punktu D.

D C

A B

Po podstawieniu danych do wzoru na objetos¢ otrzymujemy réwnanie kwadratowe
%n-lo-(62 +6R+ R’ ) =8407.
Stad
R*+6R-216=0.
Rozwiazujac je, otrzymujemy
A=36+4-216=900, VA =30,

—6—30 —6+30 _

R= =-18<0lub R= 12.

Przekrojem osiowym tego stozka jest trapez rownoramienny o podstawach dtugosci 24 1 12
oraz wysokos$ci 10. Dlugo$¢ odcinka EB jest rowna

|EB|=R+r=12+6=18.
Z twierdzenia Pitagorasa dla trojkata BDE otrzymujemy
|BD| =10 +18” =424 =2/106 .
18 9
24106 106

Zatem cos |<):DBE | =

Schemat punktowania

Rozwigzanie, w ktorym postep jest niewielki, ale konieczny na drodze do pelnego
FOZWIQZANEA cvvverersrrressannossanessssnesssansssssssssssssssssssssssssssnsssssssesssssssssssssssssossssssssssssssnsssssasssssassses 1p.

Zdajacy wyznaczy promien R wigkszej podstawy: R =12 ina tym zakonczy lub dalej popeini
btedy.
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Rozwigzanie, w KtOrym jest iStotny POSEEP ...ccccveeccrericssaresssaresssanessenesssesssssssssssssssssssssnssss 2 p.

Zdajacy wyznaczy promien R wigkszej podstawy: R =12 i dtugo$¢ odcinka EB: |EB| =18,

1 na tym zakonczy lub dalej popeni btedy.

Pokonanie zasadniczych trudnos$ci zZadania..........ceeeeeveeicivencnssnncnssnncssercssencssssncsssssssnsees 3p.

Zdajacy obliczy

albo

dtugos$¢ przekatnej trapezu |BD| = 2~/106

obliczy tangens kata DBE: tg |<DBE | = %

i na tym zakonczy lub dalej popeini biedy.

ROZWIQZanie PeINe ........oiooeiiiiveiiniveiininiinssnicssnicssnissssnsssssnssssssessssssssssssssssssssssssssssssssasssssasss 4 p.

Zdajacy obliczy cos|<):DBE | = ﬁ

Uwagi
l.

Jezeli zdajacy zapisze cosinus kata nachylenia przekatnej przekroju osiowego tego
stozka $cigtego do jednej z jego podstaw w zaleznosci od R, r, H 1 na tym zakonczy
lub dalej popetnia biedy, to otrzymuje 2 punkty.

Jezeli zdajacy popeti blad merytoryczny przy zastosowaniu twierdzenia Pitagorasa,
piszac np.: |EB|* + |BD|* = |[ED|, albo popei blad merytoryczny przez zastosowanie
nieistniejgcego wzoru "pierwiastek sumy = suma pierwiastkow", to moze otrzymac co
najwyzej 2 punkty za cale rozwigzanie.

Jezeli zdajacy blednie przyjmie, ze wysokoscig stozka jest odcinek 4D, to moze
otrzymac co najwyzej 1 punkt, o ile poprawnie obliczy R.

Jezeli zdajacy realizuje strategi¢ rozwigzania zadania 1 popetnia jedynie bledy
rachunkowe, to moze otrzyma¢ 3 punkty, o ile popelnione bledy nie ulatwiajg
rozwigzania na zadnym etapie.

Jezeli zdajacy obliczy dlugo$¢ R oraz dhugos¢ ramienia trapezu, to moze otrzymac
2 punkty. Jezeli zdajacy obliczy dlugos¢ R oraz dlugos¢ ramienia trapezu, a ponadto
obliczy dlugos$¢ BD i zapisze twierdzenie cosinuséw, to moze otrzymac 3 punkty.
Jezeli zdajacy blednie przyjmuje, ze Srednica goérnej podstawy stozka Scigtego ma
dlugos¢ 6, to otrzymuje co najwyzej 3 punkty.

Jezeli zdajacy blednie przyjmuje, ze dlugos¢ rzutu prostokatnego ramienia trapezu na
dluzsza podstawe to rdznica Srednic dolnej 1 gérnej podstawy zamiast potowy tej
roznicy 1 nie jest to btad wynikajacy z rachunkow, to otrzymuje co najwyzej 2 punkty
za calte rozwigzanie.
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Zadanie 11. (0—4)

6. Trygonometria. Zdajacy stosuje wzory na sinus

1 cosinus sumy i réznicy katow, sume i réznice sinusow
1 cosinusow katow (R6.5). Zdajacy rozwigzuje
réwnania i nierownosci trygonometryczne (R6.6).

IV. Uzycie i tworzenie strategii.

Przykladowe rozwigzanie

Przeksztatcamy rownanie w sposob rownowazny
sin6x+cos3x=2sin3x+1,
2sin3xcos3x+cos3x=2sin3x+1,

cos3x(2sin3x+1)=2sin3x+1,
(2sin3x+1)(cos3x—1)=0,

sin3x :—% lub cos3x=1.

Stad 3x= 7?7[ +2km lub 3x = %-&- 2km lub 3x=2kx, k- liczba catkowita.

Zatem x =7—”+2k—” lub x =1£+2k—7[ lub x :2k_71'.
3 18 3
. . . ., . 17 Q¥4 2
W przedziale <O, 7'L'> mamy nastepujgce rozwigzania rOwnania: x = IR x= = x=0,x= 3

Schemat punktowania

Rozwigzanie, w ktorym postep jest niewielki, ale konieczny na drodze do pelnego
FOZWIQZATEA covvvererruriossrnrcsssnesssanssssanssssassssssssssssssssssssssssssssassssssssssssssssssssssssssssssssssssssssnsssssnssssss 1p.
Zdajacy zastosuje wzor na sinus kata podwojonego i zapisze rownanie w postaci
2sin3xcos3x+cos3x =2sin3x+1, i na tym zakonczy lub dalej popetnia btedy.

Rozwigzanie, w KtOrym jest iStotny POSEEP ...ccccceeerrricsrercsssercssaressnsesssesssssssssssssssssssssnsses 2 p.
. . L 1
Zdajacy zapisze dwa rdwnania sin3x = 5 cos3x=1.

Pokonanie zasadniczych trudnos$ci Zadania.........cceeceeverccisencnssencssencssenessescsssnsssssnssssnsees 3p.
Zdajacy
e zapisze wszystkie rozwigzania rOwnan sin 3x=—§ oraz cos3x=1 w zbiorze liczb

. T 2krx 1z 2krx 2k
rzeczywistych x=—+——Iub x=——+— lub x=——
18 3 18 3 3

albo
e zapisze dwa rownania sin3x= —% oraz cos3x=1 1 jedno z nich rozwigze
w przedziale <O, 7[>

1 na tym zakonczy lub dalej popetnia btedy.
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Rozwigzanie pelne .........eeicevveericnicrnniicsissnniccsssnnicssssnnnesssssnsscsssssssessssssssssans 4 p.

Zdajacy zapisze wszystkie rozwigzania rOwnania w przedziale <0, 7Z'> D x= Z—Z , X= % ,
x=0, x= 2—” .

3
Uwagi

1. Jezeli zdajacy poprawnie stosuje wzor na sinus kata podwojonego, zapisze tylko jedno
1

zroéwnan cos3x =1, sin3x= -7, to otrzymuje

1 punkt, jesli rozwigze to rownanie w R;

2 punkty, jesli rozwigze to rOwnanie w <O, 7r>.
2. Jezeli zdajacy poprawnie stosuje wzor na sinus kata podwojonego i poprawnie zapisze
roOwnanie rownowazne w postaci, w ktorej z jednej strony wystepuje iloczyn, a z drugiej zero,
ale w wyniku bledéw zapisuje jedno réwnanie lub dwa rownania z niewlasciwym znakiem
przy statej, to otrzymuje:

3 punkty, o ile konsekwentnie rozwigze obydwa rownania w przedziale <0, 7Z'> ;

2 punkty, o ile konsekwentnie rozwigze dwa réwnania w R lub konsekwentnie rozwigze

jedno rownanie w <0,7‘[>;

1 punkt, o ile konsekwentnie rozwigze jedno réwnanie w R.

4. Jezeli zdajacy wyznacza rozwigzania rOwnan cosa =1 oraz sinaz—%, gdzie a=3x,
w przedziale <O,37z> 1 na tym poprzestaje lub dalej popeilnia biedy, to otrzymuje co
najwyzej 3 punkty.

5. Jezeli zdajacy przy wyznaczaniu rozwigzan rownan cos3x =1 oraz sin3x :—% zapisuje

poprawnie seri¢ rozwigzan pierwszego z nich (z cos) oraz jedng seri¢ rozwigzan drugiego
(z sin), a nastgpnie konsekwentnie wyznacza przynajmniej 4 rozwigzania rOwnania z tresci
zadania w przedziale <O, 7[> , to otrzymuje co najwyzej 3 punkty.

Zadanie 12. (0-6)

III. Modelowanie 3. Roéwnania i nierownosci. Zdajacy stosuje wzory
matematyczne. Viete’a (R3.1).

Przykladowe rozwigzanie
Rownanie ma dwa rézne rozwigzania rzeczywiste, gdy jego wyroznik jest dodatni, czyli
A=(m+1)" =4-1-(-m* +1)>0
5m*+2m—3>0
m==1,m, = %

Stad me (—oo,—l)u(%,+oo)
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Warunek x,’ +x,” >—7x,x, mozemy zapisa¢ w postaci rownowaznej
2 2
(x,+x,) (x1 - XX, + X, ) >=7xx,,
2
(x, +x, )((x1 +x,) —3xx, ) >—7x,X, .

Ze wzorow Viete’a na sume i iloczyn pierwiastkow trdjmianu kwadratowego mozemy te
nier6wnos$¢ zapisa¢ w postaci:

-b\((=bY c c

(T)((T) —3aj >-Ta

—(m+1)((—(m+1))2—3(—m2+1))>—7(—m2+1)
—(m+1) +3(m+1)(=m’* +1)> =7 (-m’ +1)
—(m+1)" +3(m+1)(-m* +1)+7(—=m’ +1) >0
(m+1)(—(m+1)2+3(—m2+1)+7(—m+1))>0
(m+1)(=m* =2m—1-3m* +3+7-Tm)>0

(m+1)(—4m* —9m+9)>0
m, =-3 lub mzz%
me (—oo, — )u(—l,%).

Wyznaczamy czg$¢ wspdlng zbiorow (—ee, —1) U (% + oo) i (—e0,—3)U (—1, —) .

lub m; =—1.

Odpowiedz me (=0, =3)U(32,3).

Schemat punktowania
Rozwigzanie zadania sktada si¢ z trzech etapow.

Pierwszy etap polega na rozwigzaniu nierdéwnosci A >0:
me (=eo,=1)U (2, +eo)
Za poprawne rozwigzanie tego etapu zdajacy otrzymuje 1 punkt.
Uwaga
Jezeli zdajacy zapisze A =0, to za te czg$¢ otrzymuje 0 punktow.

Drugi etap polega na rozwigzaniu nierownosci x,° +x,° > —7x,x, .
Za t¢ cze$¢ rozwigzania zdajacy otrzymuje 4 punkty.

Podzial punktéw za drugi etap rozwigzania:

1 punkt zdajacy otrzymuje za zapisanie nieréwnosci w postaci:

(x, +x2)((x1 +x,) —3x1x2) >—7x,X,

lub rownowazne;.
2 punkty zdajacy otrzymuje za doprowadzenie do nierdwnosci ze zmienng m, np.

—(m+1) ((—(m +1))2 -3 (—m2 + 1)) >—7 (—m2 + 1)
3 punkty zdajacy otrzymuje za wyznaczenie miejsc zerowych wielomianu

—(m+1)((—(m+1))2 =3(-m’ +1))+7(—m2 +1),

czyli wielomianu —4m’ —13m’ +9: -3, -1, 3
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4 punkty zdajacy otrzymuje za rozwigzanie powyzszej nierdwnosci.

me (=0, =3)u(-1,3)

Trzeci etap polega na wyznaczeniu szukanej wartosci parametru m z uwzglgdnieniem
wszystkich warunkow.

me (—oo,—3)u(%,%).

Uwagi

1.

2.

W przypadku otrzymania na jednym z etapéw (I lub II) zbioru pustego lub zbioru R jako
zbioru rozwigzan nieréwnosci przyznajemy 0 punktow za III etap.

W przypadku otrzymania w II etapie zbioru rozwigzan, bedacego podzbiorem zbioru
rozwigzan z I etapu lub otrzymania w I etapie zbioru rozwigzan, bedacego podzbiorem
zbioru rozwigzan z II etapu, przyznajemy 0 punktow za III etap.

. O ile nie zachodza przypadki z uwag 1. 1 2. 1 zdajacy poprawnie wykona etap I

oraz popetnia btedy w rozwigzaniu nieréwnosci z etapu I, albo gdy popetnia biedy
w etapie [ 1 otrzyma co najmniej 1 punkt za etap II, to za III etap moze otrzymac 1 punkt.

. Jezeli zdajacy w II etapie rozwigzania stosuje nieistniejgcg zaleznos¢: ,,suma szesciandéw =

sze$cian sumy”’, prowadzacg do uproszczenia badanego problemu, lub zdajacy stosuje inny
btedny wzor, prowadzacy do uproszczenia badanego problemu, ale otrzyma nierdwnosc¢
wielomianowg stopnia trzeciego, uzyska trzy miejsca zerowe 1 poprawnie rozwigzuje
otrzymang nieré6wnos¢, to za Il etap otrzymuje 1 punkt (za rozwigzanie nierownosci).

. Jezeli zdajacy w Il etapie rozwigzania otrzyma poprawng nierdwnos¢ wielomianowa

stopnia 3. i popetnia bledy rachunkowe w jej rozwigzaniu, to moze otrzymac 3 punkty za
I etap, o ile wyznaczy 3 rozne miejsca zerowe wielomianu z tej nierdéwnosci
1 konsekwentnie rozwigze nierdwno$¢ do konca, za$§ w kazdym innym przypadku
otrzymuje 2 punkty za ten etap.

Jezeli zdajacy w II etapie rozwigzania rozwaza nieréwno$¢ wielomianowg stopnia
wiekszego niz 3. lub niepoprawng nierowno$¢ stopnia 3. 1 wyznacza miejsca zerowe
w liczbie wlasciwej dla stopnia wielomianu i otrzymuje przynajmniej 3 miejsca zerowe, to
otrzymuje co najwyzej 3 punkty za II etap, o ile konsekwentnie rozwigze nierownos¢.
Jezeli wielomian w tej nierdwnos$ci nie ma trzech réznych miejsc zerowych, to zdajacy
moze otrzymac co najwyzej 2 punkty za ten etap.

Jezeli zdajacy przy rozwigzywaniu otrzymanej w Il etapie nierownosci stopnia co
najmniej 3. popetlia blad, polegajacy na niepoprawnym grupowaniu wyrazow, np.
z nierownosci —4m’ —13m>+9>0 uzyska (4m+13) (m2 —9) >0, to nie otrzymuje

punktow za czesci 11.3 1 11.4.
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Zadanie 13. (0—4)

III. Modelowanie 5. Ciagi. Zdajacy stosuje wzor na n-ty wyraz i na sume
matematyczne. n poczatkowych wyrazéw ciggu geometrycznego (5.4).

Przykladowe rozwigzanie

Niech a, bgdzie pierwszym wyrazem ciggu geometrycznego, za§ g jego ilorazem.
Z tresci zadania otrzymujemy uktad rownan:

a,q’ +a,q’ =-84
{alq3 +a,q° =168
a,q’ (l +q’ ): -84
{alcf(l +q°)=168
Dzielac stronami te roéwnania, co mozemy zrobi¢, gdyz gdyby ktoérakolwiek z liczb a,, ¢,
1+¢° byta réwna 0, to otrzymaliby$my sprzeczno$é, otrzymujemy
q=-2.
Zatem
al(—2)2(L+(—2)3)=-—84,
—28-a, =84,
a, =3.

Otrzymali$my ciagg geometryczny (a, ), w ktorym:

a, =3
q=-2

Wykorzystujac wzor na sum¢ n poczatkowych wyrazéw ciggu geometrycznego,
doprowadzamy do réwnania postaci

3((-2)"-1)

=32769.

Przeksztatcajac to rownanie, otrzymujemy (—2)" =—32768. Poniewaz (—2)" =(-2)", wiec
n=15.

Schemat punktowania

Rozwigzanie, w ktorym postep jest niewielki, ale konieczny na drodze do pelnego
FOZWIAZAMEA . couvereerrnrecssnncsssancssnnessssnesssseessssesssssesssssssssssesssssesssssesssssesssssesssssssssssssssssssssssssssssssssns 1p.
Zdajacy zapisze
. . . . a,q’ +a,q’ =-84
e uklad réwnan z dwiema niewiadomymi, np.:
a,q’ +a,q’ =168
albo
o ) a,+a, =—84
e uklad réwnah z niewiadomymi ¢, a,, a,, np.:
q(a,+a;)=168

1 na tym zakonczy lub dalej popetnia btedy.

Strona 22 z 34
wiecej arkuszy na matematyzm.pl



Rozwigzanie, w KtOrym jest iStotny POSEEP ...ccccceeerrricsranesssaresssancsssesesssessssssssssssssssssssssnsssssnns 2p.
Zdajacy zapisze rOwnanie z jedng niewiadoma a, lub ¢
1 na tym zakonczy lub dalej popetnia btedy.

Pokonanie zasadnicZych trudnoSCi ....cceiievviecisrinisnnicisnninssnncsssnncsssncssssncssssscssssscssssssssssssssses 3p.

a =3
Zdajacy rozwigze uktad rownan: { : 5
q=-

Rozwiazanie pelne 4 p.
Zdajacy wyznaczy szukang liczbe n: n=15.

Uwagi

1. Jezeli zdajacy przedstawi poprawng strategi¢ poszukiwania liczby n, ale otrzyma bitedne
wartosci a, lub g, takie ze po podstawieniu do wzoru na S, otrzymuje rownanie, ktérego
rozwigzanie nie jest liczba naturalng, to moze otrzyma¢ co najwyzej 2 punkty, za
realizacj¢ rozwigzania do etapu: istotny postep.

2. Jezeli zdajacy zapisze g =-2 bez rozwigzania uktadu lub stosownego uzasadnienia, to
moze otrzymac co najwyzej 2 punkty.

3. Jezeli zdajacy korzysta przy wyznaczaniu n z zapisanej przez siebie zaleznoSci
"—(—=2)" = 2"" bez stosownego komentarza, to moze otrzymac co najwyzej 3 punkty.
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Zadanie 14. (0-6)

8. Geometria na ptaszczyznie kartezjanskiej. Zdajacy
postuguje sie rownaniem okregu (x — a)*> + (v — b)* = r?
oraz opisuje kota za pomocg nierdwnos$ci, wyznacza
wspotrzedne §rodka odcinka, wyznacza rownanie

prostej, ktora jest rownolegta lub prostopadta do proste;j
danej w postaci kierunkowej i przechodzi przez dany
punkt, oblicza wspotrzedne punktu przecigcia dwoch
prostych, wyznacza punkty wspolne prostej i okregu

IV. Uzycie i tworzenie strategii.

8.4, R8.6, R8.4).

oraz oblicza odleglo$¢ punktu od prostej (R8.5, 8.5, 8.3,

Przykladowe rozwigzania

I sposéb — analitycznie — styczne AC 1 AB

7..y
T
| > i
4
| AN
| SO
l X .
X
7 -6 -5 4 B -2 -1 ) 45 6nJ 8
> —
- e
LT
4
- -5
e -6

Proste AC i AB przechodza przez punkt A=(7,—1), Zadna z nich nie jest prostopadta do osi
Ox uktadu wspotrzednych, wigc maja réwnania postaci
y=a (x - 7) -1,
ax—y—Ta-1=0.
Obie te proste sg styczne do okregu, zatem ich odleglosci od srodka okrggu sa rowne
promieniowi okregu. Stad otrzymujemy rownanie

[~7a—1| Jio
L—— =1,
Va’ +1
(~7a-1)" =10(a*+1),
494’ +14a+1=10a>+10

394" +14a-9=0
_=14-40 -9 b g==14+40_1

78 3

=R 13
Szukane styczne maja wigc rOwnania: y = 193 x+ ?(3) , V= % x—m Tylko druga z tych

prostych przechodzi przez trzecig ¢wiartke uktadu wspotrzednych, wige prosta 4AC ma

rOwnanie y = % x—m a prosta AB ma ro6wnanie y = 193 x+ ?(3)
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Trojkat ABC jest rOwnoramienny, a jego ramionami sg boki AC i BC. Zatem wierzchotek C
lezy na przecigciu prostej AC 1 symetralnej / boku 4B. Prosta / jest prostopadta do prostej AB
i przechodzi przez punkt S =(0,0). Zatem wspotczynnik kierunkowy prostej / jest rowny

a, = % . Stad / ma rownanie postaci

y=1x

Wspotrzedne wierzchotka C obliczymy, rozwigzujac uktad rownan

peye i

Stad otrzymujemy réwnanie

1,._10_13
3*"3 = 9%
10 . _ _30
9%X=79
x=-3,
wige y=12.(3)=-1, exyli € =(-3,-13).

Obliczamy wspotrzedne punktu D stycznosci prostej AB z danym okregiem. Jest to punkt

przecigcia prostej [ z prosta AB. Wystarczy wiec rozwigza¢ uklad rownan
vy =B

Stad otrzymujemy roOwnanie

9

3%

5
11

_ 50_13
3-9%
50
=13

I\
S +

=

w|\o

wige y=18-2=13 cayli p=(2,13).

Punkt D jest srodkiem odcinka 4B, wigc
D= ( T+x, =14y, )

2 0 2
Zatem
T+x, _ 9 i —l+y, _ 13
2 75 2 T 5
17 - 31

XBZ_? 1 yB:?'

Zatem B = (—1?7,% ) .
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I sposob — syntetycznie — dtugosci odcinkoéw CE i CS

* ;

Promien okregu jest rowny 7 = NITY Dhugo$¢ odcinka SA4 jest rowna

|4) =72 +(=1)" =450 =5v2..

Z twierdzenia Pitagorasa dla trojkata ASE otrzymujemy
|s4[ =|SE[" +|EA[",
50=10+EA4>,
|EA =40,

|E4|=~/40 =210,

Z twierdzenia o odcinkach stycznych otrzymujemy |DA| = |EA| =2410.

Trojkaty CES 1 CDA sa podobne, gdyz oba sg prostokatne 1 majg wspolny kat ostry przy
wierzchotku C. Stad wynika
ICE| _|cD| CS| |c4|
= =71— oraz —— =.—-
ISE|  |D4| ISE| |4
m n+\/ﬁ oraz T = m+2«/ﬁ
J1o 2410 Jio 210
2m=n+10 oraz 2n=m+\/m,

n:2m—\/m oraz 2(2m—\/ﬁ)=m+m.

9

Stad
4m—2m=m+\/ﬁ,
m=%m,wi@c n=2~%m—\/ﬁ=%\/ﬁ.
Uwaga

Dhugosci m i n mozemy tez obliczy¢ korzystajac z twierdzenia Pitagorasa dla trojkatow ACD
1 CSE. Otrzymujemy wtedy
|CA|" =|CD[ +|DA[" oraz |CS[ =|CE| +|SE

2
5
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(m+2\/ﬁ)2 =(n+\/ﬁ)2+(2\/ﬁ)2 oraz n2:m2+(\/ﬁ)2,
m* +4m10 +40 = n* + 2110 +10+40 oraz n* =m> +10,
4mJ10 = 21310 +20 oraz n® = m* +10,
2m=\10=n oraz (2m—10) =m’ +10,

2m—~10=n oraz 4m2—4m\/ﬁ+10=m2+10,
2m—~10 =n oraz m=%\/ﬁ,

n=% 10 oraz ngm

Zatem dhugos¢ ramienia AC trojkata ABC jest rbwna
|AC| = |CE|+|EA]= m+2+10 = $+10+210 = 10V10 .

Niech C =(x,¥). Poniewaz [AC|=1210 i |CS|=3+/10 , wige

ACP <1690 s s =230

>

(x=7) +(y+1)’ =% ix*+y° :28—0.
Pierwsze rownanie mozemy zapisa¢ w postaci
X'+’ —14x+2y+50=%.
Stad 1 z drugiego rownania otrzymujemy

230 _14x+2y+50=1090,

7x—y+%20,
= 150
y="Tx+ 5 -
Stad 1 z pierwszego rOwnania mamy
2 50)° = 250
X +(7x+ 3) =<5

X +49x7 +790 1 2500250 _

3 9 9
50x? +290 x4+ 2250 -
3 5 =Y

x’ +%x+5=0,

3x* +14x+15=0,
3x* +9x+5x+15=0,
3x(x+3)x+5(x+3)=0,
(x+3)(3x+5)=0,
x=-3 lub x:—%.

Gdy x=-3,to y=7~(—3)+53—0=—%,agdy x:—%,to y:7-(—%)+%=5.

Poniewaz obie wspotrzedne punktu C sa ujemne, wiec C = (—3,—17) .
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Niech B =(x,y). Poniewaz |BC|:|AC|:%\/E i |AB|:2~2\/E:4\/E, wigc
Bl =1009 i | 48[ =160,
(3=x) +(-3-r) =190 § (x-7) +(p+1)’ =160,

x2+y2+6x+%y 200 j x? +y" —14x+2y-110=0.
Stad

x+1y+3=01 X7+  ~14x+2y-110=0,

3
y=-3x—4 i x’+(-3x-4)" —14x+2(-3x-4)-110=0.
Drugie réwnanie mozemy zapisa¢ w postaci
10x* +4x-102=0,
5x*+2x-51=0,
A=2>-4.5.(=51)=1024, VA =32,

_—2-32 _ 17 2432 _
—o- lub x ==£72= 0 =3,

Gdy x=-17 10 y:—3-(-%)—4:%,agdy x=3,t0 y=-3-3-4=-13.

Poniewaz punkt B nie lezy w czwartej ¢wiartce uktadu wspotrzednych, wigc B = (—%%) .

Schemat punktowania

Rozwiazanie, w ktorym postep jest niewielki, ale konieczny na drodze do pelnego

rozwigzania zadania 1p.

Zdajacy:
a) obliczy dlugos$ci odcinkdw stycznych poprowadzonych z punktu 4:
|4D|=|4E| =210
albo
b) obliczy wspotrzedne §rodka M odcinka AS oraz dlugo$¢ odcinka AS,

edzie §=(0,0): M =(1,-1) , |as|=52,

albo
(

c) obliczy sinus kata SAE : sina =-%
albo
d) zapisze rownanie pgku prostych przechodzacych przez punkt 4: y =ax—-7a-1,
albo
e) zapisze, ze trojkat ADC jest podobny do trojkata SEC,
f) obliczy dlugo$é tylko jednego z odcinkéw AD lub AE: |AD|=|4E|=2+/10 oraz
zapisze t¢ dhugos¢ w zaleznosci od wspotrzednych punktu D (lub E) lub obliczy
tangens kata SAE lub SAD: tgo =%

1 na tym zakonczy lub dalej popetnia btedy.
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Rozwigzanie, w KtOrym istotny POSEEP ....ccccceeerrsricssanecssaresssancssasesssssessssssssssssssssssssnsssssnssss 2 p.

Zdajacy:
2 2
x=T7) +(y+1) =40
A) obliczy |AD|=2+/10 oraz zapisze uklad rownan (x=7)"+(v+1)
x*+y* =10
albo
B) obliczy |AD|=|4E|=2+/10 oraz zapisze uklad rownan z niewiadomymi m = |CE| i
n=|CS|:
m _n+10 ; n_ _ m+/10
JIO 2410 V10 2410
2 2 2 2
e (m+2710) =(n+10) +(2v10)" i n* =m®+(+10)
albo
C) obliczy |4D|= 2+/10 , obliczy tangens kata SAE : tgor :% oraz obliczy
wspotczynnik kierunkowy prostej AS (a s = —%)
albo

ST}

D) obliczy wspétrzedne $rodka M =( ,—%) , dlugo$¢ odcinka |4S|= 542 oraz zapisze

AL 122
uktad rownan (x 2) +(y+2) 2

x*+ y2 =10
albo
E) obliczy sinus kata SAE: sina = g , tangens tego kata: tgor =% oraz wspotczynnik
kierunkowy prostej AS (a s = —%)
albo
F) zapisze rownanie peku prostych przechodzacych przez punkt 4: y =ax—7a—1 oraz
~7a-1
réwnanie z niewiadoma a: u =10
a’+l
albo

G) zapisze rownanie pgku prostych przechodzacych przez punkt 4: y =ax—7a—1 oraz

uktadu réownan x* + y* =10 i y =ax—7a—1 wraz z warunkiem istnienia jednego

rozwigzania tego uktadu
1 na tym zakonczy lub dalej popetnia btedy.
Pokonanie zasadniczych trudnos$ci zZadania.........cceeeecvrcnnrercnsseicssencssencsssnscsssnssssssssssasees 3p.

Zdajacy:

I obliczy wspotrzedne punktow stycznosci D i E: D= (%,%) , E=(1,-3)
albo

II zapisze rdwnania prostych AC1 A4B: y = %x —% , V= —%
albo

I obliczy dhugosci odeinkéw CE i CS: m=|CE|=5+/10, n=|CS|=%+10
1 na tym zakonczy lub dalej popetnia btedy.
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Rozwigzanie prawie PeINe .......ciiiiiiveiiiiiisniicnissnnicnsisnnecssssnsssssssssssssssssssesssssssssssssssssssssns 4 p.

Zdajacy
. , . p_(_17 31
e obliczy wspotrzedne wierzchotka B: B = 35
albo
e obliczy wspolrzedne wierzchotka C: C'= (—3,—%)
Uwaga
Jezeli zdajacy

e obliczy wspotrzedne wierzchotka B: B = (—%,%) oraz zapisze uklad réwnan

z niewiadomymi x, y — wspotrzgdnymi wierzchotka C, np.: x—3y—-10=0
i13x-9y=0
albo
13

e obliczy wspdtrzgdne wierzchotka C: C = (—3,—?) oraz zapisze uklad rownan

z niewiadomymi x, y — wspotrzednymi wierzchotka B, np.: x—}q =% 1 yT—l = %

albo
e obliczy wspotrzedne obu wierzchotkow B 1 C, popelniajac w trakcie rozwigzania
btedy rachunkowe
to otrzymuje S punktow.

Rozwigzanie pelne .........ueicevveericiivnnniicsisnniccsssnnicssssnsnecssssnsscsssssssesssssssssssans 6 p.

Zdajacy obliczy wspotrzedne wierzchotkow Bi C: B = (— 173 1) , C= (—3, —E) .

Uwagi

1. Jezeli zdajacy pominie informacj¢ o ujemnych wspotrzednych punktu C i tym samym
zamieni miejscami proste 4AC 1 AB, to moze otrzymac¢ 5 punktow za cale rozwigzanie,
o ile nie popelni innych btedow.

2. Jezeli zdajacy blednie przyjmuje, ze podstawg trojkata jest inny bok niz 4B, to moze
otrzymacé co najwyzej 5 punktow.

3. Jezeli zdajacy realizuje strategie rozwigzania i popetnia jedynie bledy rachunkowe, to
moze otrzyma¢ 5 punktéw, o ile popetnione btedy nie ulatwiajg rozwigzania zadania
na zadnym etapie.

4. Jezeli zdajacy zapisze dwa rownania z dwiema niewiadomymi, ktorymi s3
wspotrzedne punktu B lub C, to otrzymuje 2 punkty.

5. Jezeli zdajacy odczytuje z rysunku wspdirzedne punktu E, a nastgpnie wyznacza
roOwnanie stycznej AE 1 na tym poprzestaje, to moze otrzymac 1 punkt.
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Zadanie 15. (0-7)

7. Planimetria. Zdajacy znajduje zwigzki miarowe
w figurach plaskich z zastosowaniem twierdzenia

III. Modelowanie sinuséw i twierdzenia cosinusow. (R7.5).

matematyczne. 11. Rachunek rézniczkowy. Zdajacy stosuje pochodne
do rozwigzywania zagadnien optymalizacyjnych
(R11.6).

Przykladowe rozwigzanie

Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku.

D b C
C C
S h
A E a F P B

Wyznaczmy dziedzing funkcji L. Z warunkoéw zadania wynika, ze a > h, wiec a>2—a.
Stad a >1.Jesli a =1, to czworokat jest kwadratem. Ponadto a<2.Jesli a=2,t0 h=0
1 zamiast trapezu mamy do czynienia z odcinkiem o dlugosci 2.
Rozwazany trapez istnieje jedynie dla a € (1,2).
Z warunkow zadania otrzymujemy

a+h=2,skad h=2-a.
Poniewaz w trapez mozna wpisa¢ okrag, wigc

a+b=12c.

Obwod L trapezu jest wigc rowny

L=a+b+2c=2(a+b).

Trapez jest rOwnoramienny, wigc odcinki AE 1 FB maja t¢ samg dlugos$¢ rowng

_a-b
=
Z twierdzenia Pitagorasa dla trojkata BCF otrzymujemy
pr+ht=c?,
2 2
(a—bj +h2:(a+bj ,
2 2
2 2 2 2
LA Ay Y
4 2 4 4 2 4
h* =ab,
(2—a)2:ab,
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(2—a)’ _a’—4a+4

b=
a a
Zatem
2 2
L=a+b+zc:z(a+b):z(ﬁwjzz.w,
a a

czyli

4a* —

L(a)=22=89%8 41y ae (1,2).
a

Pochodna funkcji L jest rowna
(8a—8)-a—(4a’ ~8a+8):1 44°_g 4(a—2)(a+2)

2 2 2
a a a

L'(a)= dla ae (1,2).

4(a++2)

2
a

Poniewaz dla kazdego a € (1,2) prawdziwa jest nierowno$é >0, wigc

L(a)=0oa-2=0nae(1,2) o a=+2,
L'(a)>0&a-2>0nae(1,2) o ae(V2,2),
L'(a)<0ea-v2<0nae(1,2) = ae(1,42).

Oznacza to, ze w przedziale (1,\/5> funkcja L jest malejaca, w przedziale <x/5,2) jest

rosngca, a w punkcie a = 2 osigga minimum lokalne, ktdre jest zarazem jej najmniejsza
wartos$cig.
Tangens kata ostrego trapezu o najmniejszym obwodzie jest rowny

—a 2(2- -2
tg<):ABC:ﬁ:2a_ba: (2 4a)4:"(a )
P a—tgert 2(1-a)

b

wiec dla a = V2 wartogé tangensa jest rowna

V2(V2-2) _2-2V2
2(1-v2)  2-22

tgx4BC =

co oznacza, ze XABC =45°.

Schemat oceniania

Rozwigzanie zadania sktada si¢ z trzech etapéw. Ocenianie II etapu jest niezalezne od wyniku
uzyskanego za I etap.

I. Pierwszy etap, ktory oceniamy na 3 punkty, sktada si¢ z trzech czgsci:
[.1) wyznaczenie wszystkich wartosci a, dla ktorych istnieje trapez o podanych
whasno$ciach, czyli dziedziny funkcji L: D, =(1,2)
(Za wyznaczenie dziedziny uznaje si¢ tez zapisanie dwoch nierownosci: 2—a >0,
a>2-a).
1.2) zapisanie poprawnej zaleznosci miedzy wielko$ciami a 1 b, np.:

2 —
(252 (-’ =(452) b p= =
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[.3) wykazanie, ze obwod L trapezu, jako funkcja zmiennej a, wyraza si¢ wzorem:
4a’ —8a+8

a
Za poprawne rozwigzanie kazdej z czgsci tego etapu zdajacy otrzymuje 1 punkt.

L(a)=

II. Drugi etap (3 punkty) sktada si¢ z trzech czesci:

2_
I1.1) wyznaczenie pochodnej funkcji f(a) =w:
, (8a—8)-a—(4a* —8a+8)-1 ) 44> —8
f(a): (az ) lubf(a): aaz

I1.2) obliczenie miejsc zerowych pochodnej funkcji f: a = —J2 b a=+2
I1.3) uzasadnienie (np. badanie monotonicznosci funkcji), ze funkcja L posiada warto$¢

najmniejsza dla a = V2.
III. Trzeci etap (1 punkt) — obliczenie tangensa kata ostrego trapezu o najmniejszym polu:
tgxABC =1.
Uwagi
1. Za poprawne uzasadnienie, ze funkcja L posiada warto$§¢ najmniejszg dla wyznaczonej
wartosci a, przy ktorej pochodna si¢ zeruje mozna uznac sytuacje, gdy zdajacy:
- opisuje, stownie lub graficznie (np. przy uzyciu strzatek), monotonicznos¢ funkceji Z;
- zapisuje, ze dla wyznaczonej wartosci a funkcja L ma minimum lokalne 1 jest to
jednoczesnie jej najmniejsza wartos¢.
Jezeli zdajacy nie przedstawi takiego uzasadnienia, to za Il etap moze otrzymac co najwyzej
2 punkty.
2. Jezeli zdajacy przyjmuje, ze dziedzing funkcji L jest przedziat (0,+eo) lub nie wyznaczy tej
dziedziny, to nie otrzymuje punktow za realizacj¢ czegsci 11.3.
3. Jezeli zdajacy przyjmuje, ze dziedzing funkcji L jest przedziat (0,2) lub zapisze warunki:
2—a>01a>0,to moze otrzymac 1 punkt za realizacje¢ czgsci I1.3., o ile uzasadni istnienie
najmniejszej wartosci funkcji.
4. Jezeli zdajacy przyjmuje, ze dziedzing funkcji L jest przedziat (1,+e0) lub zapisze warunki:
a>h1ih>0,lub zapisze warunek a >2—a, to moze otrzymac 1 punkt za realizacj¢ czgséci
I1.3., o ile uzasadni istnienie najmniejszej wartosci funkcji.
5. Jezeli zdajacy przyjmuje, ze dziedzing funkcji L jest przedziat <1,2), to za realizacje etapu
I.1 otrzymuje 1 punkt.
6. Jezeli zdajacy w wyniku bledow nie wyznaczy poprawnie dilugosci dluzej podstawy
trapezu o najmniejszym obwodzie, ale dla wyznaczonej wartosci a obliczy tangens kata
ostrego trapezu, to moze otrzymac 1 punkt za III etap.

. . . . . . . . 2_ .
7. Jezeli zdajacy bada inng funkcj¢ zmiennej a niz postaci g(a) = k-% , gdzie k%0,
to nie otrzymuje punktow za II i III etap rozwigzania.

8. Jezeli z zapisu rozwigzania wynika, ze zdajacy stosuje poprawny wzor na pochodng ilorazu
funkcji 1 dalej popetnia btedy, ale otrzymana w rozwigzaniu pochodna ma dwa rézne miejsca
zerowe, to zdajacy moze otrzymac w II etapie punkty za konsekwentng realizacje czegsci 11.2)
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111.3). Jezeli z zapisu rozwigzania nie wynika, ze zdajacy stosuje poprawny wzor na
pochodng ilorazu funkcji 1 zdajacy popetia bledy przy obliczaniu pochodnej, ale otrzymuje
wz6r na pochodng, w ktorym w liczniku jest wielomian stopnia 2, a w mianowniku @, to
moze w II etapie otrzymac jedynie punkt za konsekwentng realizacje¢ czesci 11.3.
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