nowa
era

PROBNY EGZAMIN MATURALNY
Z NOWA ERA 2016/2017

MATEMATYKA
POZIOM ROZSZERZONY

ZASADY OCENIANIA ROZWIAZAN ZADAN

Copyright by Nowa Era Sp. z o.o0.

wiecej arkuszy na matematyzm.pl



Probny egzamin maturalny z Nowg Erg
Matematyka - poziom rozszerzony

Uwaga: Akceptowane sq wszystkie odpowiedzi merytorycznie poprawne i spetniajgce warunki zadania.

Zadanie 1. (0-1)

Wymagania ogdlne Wymagania szczegolowe Poprawna
odp. (1 p.)
II. Wykorzystanie 1.2. Liczby rzeczywiste.
i interpretowanie Zdajacy stosuje w obliczeniach wzér na logarytm potegi A
reprezentacji. oraz wzor na zamiang¢ podstawy logarytmu.
Zadanie 2. (0-1)
II. Wykorzystanie 5.1. Ciagi.
1 interpretowanie Zdajacy wyznacza wyrazy ciggu okreslonego wzorem C
reprezentacji. rekurencyjnym.
Zadanie 3. (0-1)
II. Wykorzystanie 3.6. Rownania i nieréwnosci.
1 interpretowanie Zdajacy rozwigzuje réwnania wielomianowe dajace si¢ B
reprezentaciji. tatwo sprowadzi¢ do réwnan kwadratowych.
Zadanie 4. (0-1)
II. Wykorzystanie 6.5. Trygonometria.
i interpretowanie Zdajacy stosuje wzory na sinus i cosinus sumy i réznicy D
reprezentacji. katow, sume i réznice sinusdéw i cosinusow katow.
Zadanie 5. (0-1)
II. Wykorzystanie 8.4. Geometria na plaszczyznie kartezjanskie;.
i interpretowanie Zdajacy oblicza odleglos¢ punktu od prostej. B
reprezentacji.
Zadanie 6. (0-2)
II. Wykorzystanie 2.1. Wyrazenia algebraiczne.
i interpretowanie Zdajacy uzywa wzorow skroconego mnozenia na 180

reprezentacji.

(a+b) oraza’+ b’
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Probny egzamin maturalny z Nowg Erg
Matematyka - poziom rozszerzony

Zadanie 7. (0-2)

II. Wykorzystanie 5.2. Ciagi. |1
i interpretowanie Zdajgcy oblicza granice ciggow korzystajac z granic ciggow typu -, el
reprezentacji. oraz z twierdzen o dziataniach na granicach ciagow.
Przykladowe rozwigzania
1 2
Ut} S Uy R R U
M o =2y + (6n + 3) ;1590( — 2y (e4+3) 4T3 A0 0,023
27y 6+
lub
(n—1) - lim n’—2n+1 i 2nt 1
"*°°(2n—2) +(6n+3) e 4n? —8n+4+36n +36n+9  Are40n’+28n+13
2 1
o e
= lim =—n = 0,025
T+ 284 340
n
Schemat punktowania
Zdajacy OtrZy MU e 1 pkt
2 1 ’
gdy zapisze lim ) (2 = ;’; :_ 22 — = lim 512_ 7) -
(2=%) +(s+3)
albo
T 0t
im
"*m4ﬂ_+jéi+_l§_
n’
Zdajacy OtrzZy MU e 2 pkt
(n—1) _ 1 _

gdy obliczy granice lim L (2n— 27+ (6nt3) 40 - 0,025.

Zadanie 8. (0-2)

II. Wykorzystanie 4.1. Funkcje.
i interpretowanie Zdajacy na podstawie wykresu funkcji y = f(x) szkicuje wykresy
reprezentacji. funkgji y = y=c-flx),y = flex).

POZIOM PODSTAWOWY

4.10. Funkgje.

Zdajacy interpretuje wspolczynniki wystepujace we wzorze funkcji
kwadratowej w postaci kanoniczne;j.

Przykladowe rozwiazania

Lsposéb

Funkcja kwadratowaf(x) = x> — 120 przyjmuje najmniejszg warto$¢ réwng —120 dla x = 0.
Przesuniecie wykresu funkcji f wzdluz osi Ox o 4 jednostki w lewo nie zmienia zbioru wartosci
funkcji. Najwieksza warto$¢ funkcji y =—2 - f(x + 4) jest réwna 240. Nastepnie przesuwamy wykres
o0 6 jednostek w dot, wiec najwigksza wartos¢ funkcji g(x) =—2 - f(x +4) — 6 to 234.
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Probny egzamin maturalny z Nowg Erg
Matematyka - poziom rozszerzony

Schemat punktowania I sposobu rozwigzania

Zdajacy OtrZy MM e 1 pkt
o gdy zapisze, ze najwieksza warto$¢ funkcji y =—2 - f(x + 4) jest réwna 240

albo

o gdy zapisze, ze najmniejsza warto$¢ funkcji y = 2 - f(x + 4) jest rowna — 240.

Zdajacy OtrZy MU e 2 pkt

gdy zapisze, ze najwigksza warto$¢ funkeji g(x) = —2- flx+4)—6 to 234.

I1 sposob
Wyznaczamy wzér funkcji g i korzystamy ze wzoru na najwigksza warto$¢ tréjmianu kwadratowego.

Mamy zatem:
gx)=—2x*—16x+202

oraz

A _ [(-16+8-202] _ 1872 o
Imax = da [4-(-2)] — 8 — 7%

Schemat punktowania II sposobu rozwigzania

Zdajacy otrzymuje

gdy zapisze wzor funkcji ¢ w postaci g(x)= —2x*—16x+202 i obliczy wyrdznik tréjmianu
kwadratowego A =1872.

Zdajacy otrzymuje 2 pkt
gdy zapisze, ze najwigksza warto$¢ funkeji g(x) = —2- flx+4)—6 to 234.
Zadanie 9. (0-2)
II. Wykorzystanie 5.3. Ciagi.
i interpretowanie Zdajacy rozpoznaje szeregi geometryczne zbiezne i oblicza ich sumy.
reprezentacji.

Przykladowe rozwigzanie

Iloraz q ciagu geometrycznego (a,,) jest rowny g = % = k_Tl =1- %
1

Poniewazk > 1, co wynika z zalozenia, wiec| g | < 1. To znaczy, ze istnieje skoficzona suma wszystkich
wyrazow nieskonczonego ciagu geometrycznego (a,) ijestréwna S = ————7 = k*.
(oL
k )

Otrzymujemy réwnanie k* = 5, ktérego jedynym rozwigzaniem wiekszym od 1 jest liczba y/5.
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Probny egzamin maturalny z Nowg Erg
Matematyka - poziom rozszerzony

Schemat punktowania

Zdajacy otrzymuje 1 pkt
gdy sprawdzi, ze |g| <1 dla k> 1 i zapisze, Ze suma wszystkich wyrazéw ciagu jest réwna
S=——F———7+.

(1)
Zdajacy OtrzymUfe 2 pkt

gdy zdajacy poda rozwigzanie k = /5.

Zadanie 10. (0-4)

IV. Uzycie i tworzenie 6. Trygonometria. Zdajacy:

strategii. 5) stosuje wzory na sinus i cosinus sumy i rdznicy katow, sume i réznice
sinusow i cosinuséw katow;

6) rozwigzuje rdwnania i nieréwnosci trygonometryczne typu

sin2x = %, sin2x + cosx = 1,sinx + cosx = 1, cos2x < %

Przykladowe rozwiazania

I sposob
Zauwazmy, Ze 208 2xc0s 5x = cos 7x + cos 3x. Zatem réwnanie mozemy zapisa¢ w postaci
réwnowaznej cos7x + cos3x = cos7x + %, czyli cos3x = %
Stad otrzymujemy
3x = —% + 2km lub 3x = % + 2km, gdzie k jest liczbg calkowita,
czyli
x=—T 4+ 2kn lub x = & + 2 kr, gdzie k jest liczba catkowit
9 3 9 " 3LE J E: 3

Zatem w przedziale (0, T) mamy nastepujgce rozwigzania tego rownania: x = %, X=7"9,X="g-

Schemat punktowania I sposobu rozwigzania

Rozwigzanie, w ktorym postep jest niewielki, ale konieczny na drodze do pelnego

POZWIAZaANIA, 1 pkt
Zdajacy zapisze, ze 2 cos 2x cos 5x = cos 7x + cos 3x i na tym poprzestanie lub dalej popelnia bledy.
Rozwiazanie, w ktorym jest istotny postep .. ... ... .2 pkt
Zdajacy zapisze rownanie w postaci rownowaznej cos3x = %

Pokonanie zasadniczych trudnosci zadania 3 pkt

Zdajacy zapisze wszystkie rozwigzania réwnania cos3x = % w zbiorze liczb rzeczywistych:

X = —% + %kn lub x = % + %kn, gdzie k jest liczba calkowita.

Rozwigzanie pelne 4 pkt
Zdajacy zapisze wszystkie rozwigzania rownania cos3x = % w przedziale (0,7): x = %, x= STK,
_7m
-9
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Probny egzamin maturalny z Nowg Erg
Matematyka - poziom rozszerzony

II sposéb

Zauwazmy, ze cos 7x = cos(5x + 2x) = cos 5x cos 2x — sin 5x sin 2x. Zatem réwnanie mozemy zapisaé
W postaci rOwnowaznej

2¢c0s2xc085x = cos5xcos2x — sin5xsin 2x + %
Stad
€0os 5x cos 2x + sin 5x sin2x = %
Ze wzoru na cosinus roznicy katow otrzymujemy
cos(5x —2x) = %,
czyli
_1

cos3x = 5.
Stad otrzymujemy
3x = —% + 2kmt lub 3x = % + 2km, gdzie k jest liczbg calkowita,
czyli

=T 4 2 rlubx = L + 2 kn, gdzie k jest liczba catkowi

X =779 T3 kTlub x = g T FKT, gdzie k jest liczbg catkowity.

Zatem w przedziale (0, T) mamy nastepujace rozwigzania tego réwnania: x = %, X="g,>X="g-

Schemat punktowania II sposobu rozwigzania

Rozwigzanie, w ktorym postep jest niewielki, ale konieczny na drodze do pelnego
rozwigzania

Zdajacy zapisze rownanie w postaci cos 5x cos 2x + sin 5xsin 2x = % i na tym poprzestanie lub dalej
popetlnia bledy.

Rozwigzanie, w ktorym jest istotny postep .. .. ... 2 pkt
Zdajacy zapisze rownanie w postaci rOwnowaznej cos 3x = %
Pokonanie zasadniczych trudnosci zadania 3 pkt

Zdajacy zapisze wszystkie rozwigzania réwnania cos3x = % w zbiorze liczb rzeczywistych:

X = —% + %kn lub x = % + %krc, gdzie k jest liczba calkowita.

Rozwigzanie pelne 4 pkt
Zdajacy zapisze wszystkie rozwigzania réwnania cos3x = % w przedziale {0, 7): x = %, x= STR,
_ 7
-9

Zadanie 11. (0-4)

IV. Uzycie i tworzenie 3.2. Réwnania i nieréwnosci.
strategii. Zdajacy rozwigzuje réwnania i nieréwnosci liniowe i kwadratowe
Z parametrem.

Przykladowe rozwiazania

I sposéb

Obliczamy wyréznik tréjmianu kwadratowego:

A=(—A4m+2)*—4-1-4m*+4m—3) = 16m*+ 16m+4—16m*>—16m+12 =16 >0

6718
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Probny egzamin maturalny z Nowg Erg
Matematyka - poziom rozszerzony

Zatem dla kazdej warto$ci parametru m funkcja f ma dwa rézne miejsca zerowe:

_'%—Mm+2»—4_4m—2_2 _ _;%—Mm+2»+4_4m+6_2 43
X1 = 21 - 2 T emT L XN 21 - T amTo

Warunek x; +x, = |x; — x,| mozemy wiec zapisa¢ w nastepujacy sposéb:

2m—1)+(2m+3) = |2m—1)— 2m+3)|, przy czym x, + x, = 0, czylim 2—%

dm+2=2m—1—2m—3|,

4m—+2=|—4|,
4m+2=4,
1

Uwaga

Miejsca zerowe funkcji kwadratowej flx) =x*— (4m+2)x+4m*+4m—3 mozemy tez wyznaczyc,
przeksztalcajac ja do postaci iloczynowej:

fx)=x*—22m +1)x+(2m+1)*—4,
fxX)=(x—2m+1))>—4,
fx)=(x—2m—1-2)(x—2m—1+2),
fx)=(x—2m—3)(x—2m+ 1), wiec
x; =2m+3, x, =2m—1.
Schemat punktowania I sposobu rozwigzania

Rozwigzanie, w ktérym postep jest niewielki, ale konieczny na drodze do pelnego
rozwigzania

Zdajacy obliczy wyréznik tréjmianu kwadratowego i stwierdzi, Ze dla kazdej wartosci parametru m
istniejg dwa rozne miejsca zerowe funkgji f.

Rozwiazanie, w ktorym jest istotnym postep .. ... . 2 pkt
Zdajacy wyznaczy miejsca zerowe w zalezno$ci od parametru m: x=2m+3, x=2m—1.

Pokonanie zasadniczych trudnosci ... 3 pkt
Zdajacy zapisze warunek 2m+3+2m—1=2m+3—(2m—1)|

lub 2m+3+2m—1=2m—1—(2m+3)|

Rozwiazanie pelne 4 pkt

Zdajacy rozwiaze rdwnanie i zapisze wynik m = 1
J3cy 3 p wy R

I1 sposéb
Funkcja kwadratowa f ma dwa rézne miejsca zerowe wtedy i tylko wtedy, gdy wyrdznik tréjmianu
x*— (4m+2)x+4m*+ 4m — 3 jest dodatni. Sprawdzamy, dla jakich wartosci parametru m spelniona
jest nieréwnos¢ A > 0:
(—(Am+2)*—4-1-(4m>+4m—3) >0,
l6m*+16m + 4—16m*—16m+12 >0,
16 >0,
co jest prawdg dla kazdej rzeczywistej wartosci parametru m.
Zapiszemy teraz warunek x, +x, = |x; — x|, korzystajac z wzordéw Viete'a:

—(4m+2)
_f—|x1_x’2|.
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Probny egzamin maturalny z Nowg Erg
Matematyka - poziom rozszerzony

Poniewaz |x; — x,| = 0, wiec aby zachodzita réwnos¢, musi by¢ spelniony warunek:
—(4m+2)

=0

czyli 4m+2 2 0.
Zatem m 2—%.

Poniewaz dlam >—+ prawdziwa jest nieréwnos¢ x; +x, = 0, wiec mozna bez utraty réwnowaznosci
podnies¢ obie strony réwnania x; +x, = |x; — x,| do kwadratu:

(X, + %) =(x;,— x,),

X3+ 2x,x, x5 = x7 — 2x,x, + x3,

4x,x, =0,
X%, = 0.
Ze wzoréw Vieétea otrzymujemy:
am’+4m—3 _
1 =0

4m*+4m—3=0,
4m*+4m+1—4=0,
2m+1)7>—4=0,
2m+1—2)2m+1+2)=0,
2m —1)2m+ 3)=0,
2m—1=01Iub 2m+3=0,

m:% lub m:—%.

Tylko pierwsza z tych liczb spetnia warunek m 2—%. Zatem tylko dla m = % spelnione sg warunki

zadania.

Schemat punktowania II sposobu rozwigzania

Rozwigzanie, w ktorym postep jest niewielki, ale konieczny na drodze do pelnego
rozwiazania

Zdajacy obliczy wyr6znik tréjmianu kwadratowego i stwierdzi, ze dla kazdej wartosci parametru m
istnieja dwa rézne miejsca zerowe funkcji f.

Rozwigzanie, w ktorym jest istotnym postep ... . . 2 pkt
Zdajacy zapisze warunek x, + x, = | x, — x, | w postaci rbwnowaznej: x, + x, = 0
i(x,+x,)=(x—x)
Pokonanie zasadniczych trudno$ci ... . 3 pkt
Zdajacy
. 7 LY b . . 7 rr _(4m + 2) V4 .
o skorzysta dwukrotnie ze wzordw Viete'a, zapisze nieréwno$¢ —— 71— = 0 oraz réwnanie
2
+ — . . . . . . ‘s . .
M = 0, a nastepnie kazde z nich rozwigze (nieréwnos¢: m 2—%, réwnanie: m = %
lubm =—3).
albo
. 7 LY > . . 7 rr _(4m + 2) V4 .
o skorzysta dwukrotnie ze wzoréw Vietea, zapisze nierownos¢ ————7 > 0 oraz réwnanie
dm* +4m—3 _ : : . . . : . 3 : .
1 =0, a nastepnie napisze, ze rozwigzaniem jest czes¢ wspolna rozwigzania

nieréwnosci i rozwigzania rownania.
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Probny egzamin maturalny z Nowg Erg
Matematyka - poziom rozszerzony

Rozwigzanie pelne

Zdajacy poda wynik m = %

III sposob
Przypusémy, ze istnieje taka warto$¢ parametru m, dla ktorej funkcja

flx)=x*—(4m+2)x+4m*+4m—3 ma dwa rozne miejsca zerowe X;, X, spelniajgce warunek
X126, = |x; = x,.

Po podniesieniu obu stron tej rownosci do kwadratu otrzymujemy:
(x1 T x2)* = (1 — %)%,

X7+ 2x,x, + x5 = x7 — 2x,x, + x5,

4x,x, =0,
X1Xy — 0.
Ze wzordw Vietea otrzymujemy:
am*+4m—3 _
1 =0

d4m*+4m—3=0,
4m*+4m+1—4=0,
2m+1)>—4=0,
C2m+1—2)2m +1+2)=0,
2m —1)2m + 3)=0,
2m—1=01ub 2m+3=0,
m= % lub m= —%.
Pozostaje teraz tylko sprawdzi¢, czy dla wyznaczonych warto$ci parametru m spetnione s3 warunki zadania.
Gdym = %, to:
_ 1 1 1 .
fo)=x—(4-5+2)x+4(5) +4 5 — 3 wiec
flx) =x(x—4).
Zatem istniejg dwa r6zne miejsca zerowe: x; = 0, x, = 4. Spelniajg one warunek x; + x, = |x; — x,|, gdyz
0+4=|0—4]|.

Gdym = —%, to:

fo =2 —(a-(=3)+2)x+4-(—3)+4-(—3) - 3 wiec

fx) = x(x+4).
Zatem funkcja f ma dwa rdézne miejsca zerowe: x; =0, x, = —4. Nie spelniaja one jednak warunku
X1t x=|x — x|, gdyz0+(—4)=—4#[|0—(—4)| = 4.

Zatem jest tylko jedna warto$¢ parametru, m = %, dla ktdrej spetnione sg warunki zadania.

Schemat punktowania III sposobu rozwiazania

Rozwigzanie, w ktorym postep jest niewielki, ale konieczny na drodze do pelnego
rozwiazania

Zdajacy stwierdzi, ze jednym z miejsc zerowych funkcji fjest 0.
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Probny egzamin maturalny z Nowg Erg
Matematyka - poziom rozszerzony

Rozwigzanie, w ktérym jest istotnym postep ... 2 pkt
Zdajacy zapisze rownanie wynikajace ze wzoru Vietea na x; - x: W# =0.

Pokonanie zasadniczych trudnoci zadania 3 pht
Zdajacy rozwigze rownanie % =0 (m= % lubm = —%),

Rozwigzamie pelne 4pkt

Zdajacy sprawdzi oba przypadki rozwiqzanig réwnania i wyciaggnie poprawne wnioski, ze m = %
spetnia warunek podany w zadaniu, a m =— nie spelnia tego warunku.

Zadanie 12. (0-3)

V. Rozumowanie POZIOM PODSTAWOWY

i argumentacja. 2.1. Wyrazenia algebraiczne.

Zdajacy uzywa wzorow skroconego mnozenia na (a + b)* oraz a> — b?
(przeprowadza dowod algebraiczny).

Przykladowe rozwiazania
I sposéb
Przeksztalcajac nierowno$¢ w sposob rownowazny, otrzymujemy:

X2yt Yyttt 2zt 22ty 2yt 2ty 2+ 2xy H 2x2 + 292> 0,
(x+yV+(x+zV+(y+zV+(x+yV+2(x+y)z+22>0,
(x+yV+(x+z)+(y+zV+(x+y+zy=o0.

Ta nieréwnos¢ jest prawdziwa, poniewaz jej lewa strona jest suma czterech liczb nieujemnych, wigc

jest nieujemna.

Schemat punktowania I sposobu rozwigzania

Rozwiazanie, w ktorym jest istotny postep ... ..
Zdajacy zapisze nierdwnos$¢ w postaci

o X*t2xytytxt2zt Y+ 2zy+ 2+t 2+ 2xy+2x2+2y2 20

albo

o (xtyPH+(x+z)+(y+zl+ Py 2+ 2y + 202+ 2220

albo

o (x+yPH+(x+zl+(ytz)+(xty)+2(x+y)z+2=0.

Pokonanie zasadniczych trudnos$ci zadania
Zdajacy zapisze nierdwno$¢ w postaci

(x+yV+(x+zy+(y+zV+(x+y+z)y=0.

Rozwigzanie pelne

Zdajacy przeprowadzi pelne rozumowanie.

I1 sposob
Nierdwnos$¢ mozemy zapisa¢ w postaci rownowaznej
3x*+4(yt2)x+3y°+322+4yz > 0.

Mozemy ja potraktowac jak nieréwnos¢ kwadratowg z jedng niewiadomg x.

10z 18
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Probny egzamin maturalny z Nowg Erg
Matematyka - poziom rozszerzony

Poniewaz wspdlczynnik przy x? jest dodatni, wiec wystarczy wykaza¢, ze wyrdznik tréjmianu stojacego
po lewej stronie nieréwnosci jest niedodatni.

A, =16(y+2)*—12(3y* +32° + 4yz) =—4(5y° + 4yz + 52°) =

=—4(3)> +2y* + 49z + 222+ 32%) =—4(3)* + 2(y + 2)* + 32°) <0,
gdyz3y* +2(y +2)* + 3z° > 0 dla dowolnych liczb rzeczywistych y, z.

Uwaga

Prawdziwo$¢ nieréwnosci A, < 0, czyli —4(5y* + 4yz + 5z°) < 0, a wiec 5y° + 4yz + 5z° > 0, mozemy
wykazaé tez w inny sposob, np. zapisujac ja w postaci rownowaznej (2y + z)* + y* + 4z* > 0, ktorej
prawdziwos$¢ jest oczywista. Mozemy tez potraktowac t¢ nieréwnos¢ jak nieréwnos¢ kwadratowa
zniewiadomay. Wowczas A, = (42)* — 4 - 5 5z° =— 842" < 0 dlakazdejliczby rzeczywistej z. To, wraz
z dodatnim znakiem wspdtczynnika przy y?, oznacza prawdziwos¢ tej nieréwnosci.

Schemat punktowania II sposobu rozwigzania

Rozwiazanie, w ktorym jest istotny postep ... .. ..
Zdajacy uporzadkuje wyrazenie jako tréjmian kwadratowy np. zmiennej x:

3x* +4(y + z)x + 3y* + 32> + 4yz = 0 i obliczy wyrdznik tego tréjmianu: A, =—4(5y* + 4yz + 52°).
Pokonanie zasadniczych trudnos$ci zadania
Zdajacy uzasadni, ze nierdwno$é —4 (5y° + 4yz + 5z%) < 0jest prawdziwa dla kazdejliczby rzeczywistej
y i kazdej liczby rzeczywistej z poprzez

o zapisanie jej w postaci rbwnowaznej 2y +2z)* +y* +4z° >0

albo

+ obliczenie wyréznika A, = (4z)° — 455z =—84z” tréjmianu 5y° + 4yz + 5z° i stwierdzenie,
ze jest on niedodatni dla kazdej liczby rzeczywistej z.
Rozwigzanie pelne

Zdajacy przeprowadzi petne rozumowanie.

Zadanie 13. (0-4)

II1. Modelowanie 10.2. Elementy statystyki opisowej. Teoria prawdopodobienstwa
matematyczne. i kombinatoryka.
Zdajacy oblicza prawdopodobienstwo warunkowe.

Przykladowe rozwigzanie
A - zdarzenie polega na tym, zZe suma wyrzuconych oczek na wszystkich kostkach bedzie parzysta
B - zdarzenie polega na tym, ze dokladnie na jednej kostce wypadnie 6 oczek

Z definicji prawdopodobienstwa warunkowego

|A N B
_P(AnB) Q] _|AnB
Q]

Wystarczy wiec obliczy¢ tylko |A N B| oraz |B|.
Obliczmy liczbe wszystkich zdarzen elementarnych sprzyjajacych zdarzeniu B.

Sze$¢ oczek moglo wypas¢ na pierwszej, drugiej albo na trzeciej kostce, a na pozostatych dowolna
liczba oczek oprocz szesciu. Mamy zatem: |B| = 3-5-5 = 75 mozliwosci.
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Obliczmy liczbe wszystkich zdarzen elementarnych sprzyjajacych zdarzeniu A N B.

Na dokladnie jednej kostce wypadlo szes¢ oczek, wigc na dwoch pozostalych musza wypas¢ dwie
parzyste (rézne od szesciu) albo dwie nieparzyste liczby oczek.

W pierwszym przypadku mamy 3 - 2 - 2 = 12 mozliwosci, a w drugim 3 - 3 -3 = 27,
Wiec|ANB|=12+27 = 39.

Zatem P(A|B) = % = %

Schemat punktowania

Rozwigzanie, w ktorym postep jest niewielki, ale konieczny na drodze do pelnego
POZWIAZANIA
Zdajacy

+ obliczy liczbe wszystkich zdarzen elementarnych: |Q| = 6°

albo

» opisze obie sytuacje, w ktérych na jednej kostce wypadnie 6 oczek i suma oczek bedzie parzysta.
Rozwiazanie, w ktérym jestistotny postep ... .
Zdajacy obliczy

« prawdopodobienstwo zdarzenia A N B lub tylko |A N B|

albo

« prawdopodobienstwo zdarzenia B lub tylko |B|.

Pokonanie zasadniczych trudnosci zadania

Zdajacy obliczy prawdopodobienistwo zdarzenia A N B (lub tylko |A N B|) oraz prawdopodobieristwo
zdarzenia B (lub tylko |B)).

Rozwiazanie pelne 4 pkt
Zdajacy obliczy prawdopodobienstwo warunkowe P(A | B): P(A |B) = % = é—g
Zadanie 14. (0—4)

V. Rozumowanie 7. Planimetria. Zdajacy:

i argumentacja. 1) stosuje twierdzenia charakteryzujace czworokaty wpisane w okrag

i czworokaty opisane na okregu;
5) znajduje zwigzki miarowe w figurach plaskich z zastosowaniem
twierdzenia sinuséw i twierdzenia cosinuséw.

Przykladowe rozwigzanie

Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku.

:u/&
V4
53]
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Poniewaz czworokat ABCD jest wpisany w okrag, to f = 180° — 0. Z twierdzenia cosinuséw dla
trojkatow ACD i ABC otrzymujemy
p>=7"+15>—2-7-15-cos0 oraz p> = 24>+20°—2-24-20cos(180° — 0).
Druga z tych réwnos$ci mozemy zapisaé, korzystajac ze wzoru redukcyjnego, w postaci
p>=24*+20>+2-24-20-cosO.

Po pomnozeniu obu stron pierwszego réwnania przez 32, drugiego réwnania przez 7 i dodaniu
stronami otrzymanych réwnan, otrzymujemy réwnanie

39p* = 15 600.
Stad p = 20.

Schemat punktowania

Rozwiazanie, w ktérym jest istotny postep ... .. . 1 pkt
Zdajacy wykorzysta twierdzenie o sumie przeciwlegtych katéw czworokata wpisanego w okrag.
Pokonanie zasadniczych trudnosci zadania . 2 pkt

Zdajacy zapisze dwa réwnania wynikajace z twierdzenia cosinuséw dla tréjkatow ABC i ACD:
p>=7"+15>—2-7-15-cosd oraz p> =24>+20>—2-24-20-cos(180° — 0).

Rozwiazanie prawie pelne 3 pkt
Zdajacy zapisze réwnanie, w ktérym jedyna niewiadoma jest dtugos¢ przekatnej AC.
Rozwigzanie pelne 4 pkt

Zdajacy wyznaczy dlugos¢ przekatnej AC: p = 20.

Zadanie 15. (0-5)

IV. Uzycie i tworzenie POZIOM PODSTAWOWY
strategii. 8.5. Geometria na plaszczyznie kartezjanskiej.
Zdajacy wyznacza wspolrzedne srodka odcinka.

Przykladowe rozwiazania

I sposob

Obliczmy wspdtrzedne $rodka P odcinka MN: P = ( 8 —; 10 , %) =(9,3).
Y
) D
5 % N
A // C
G 4
3 E—"
1 // el
AL~ M
-1 0 2 3 4 5 677 9 10 11 12 13 X
3 N
- ]
=3
=4
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Oznaczmy wspétrzedne punktu C = (x¢, y¢). Punkt S jest srodkiem odcinka AC, wiec S = (%, %)
Xc+ % Yot %
Punkt P jest srodkiem odcinka SC, wigc — =~ =9 oraz — 5~ = 3.
Stad C = (12, 4).
+ +4
Punkt N jest srodkiem odcinka CD, wigc a 3 12 _ 10 oraz Y D2 =5.Stad D = (8, 6).
+12 +4
Punkt M jest srodkiem odcinka CB, wigc aZ: 5 =8 oraz s 5 = LStad B = (4, —2).

Schemat punktowania I sposobu rozwigzania

Rozwigzanie, w ktorym postep jest niewielki, ale konieczny na drodze do pelnego

FOZWIQZAMIA

Zdajacy

« zapisze, ze srodek P odcinka MN jest $rodkiem odcinka SC, gdzie S jest $rodkiem symetrii
réwnolegtoboku ABCD

albo

o obliczy wspolrzedne srodka P odcinka MN: P = (9, 3).

Rozwiazanie, w ktorym jest istotny postep

Zdajacy zapisze, ze srodek P odcinka MN jest srodkiem odcinka SC, gdzie S jest srodkiem symetrii

réwnolegloboku ABCD, oraz obliczy wspoétrzedne srodka P odcinka MN: P = (9, 3).
Pokonanie zasadniczych trudnosci zadania

Zdajacy obliczy wspotrzedne wierzchotka C: C = (12, 4).
Rozwigzanie prawie pelme
Zdajacy obliczy

o wspolrzedne wierzcholkéw B, C i D, popelniajac w trakcie rozwigzania btad rachunkowy
albo

« dwa z trzech szukanych wierzchotkéw réwnolegloboku.

Rozwigzanie pelne

Zdajacy obliczy wspotrzedne wierzchotkéw B, C, D: B = (4, —2), C = (12,4), D = (8, 6).

II sposéb
Wspolrzedne punktéw B, Ci D mozemy wyznaczy¢, rozwigzujac uktad rownan:
Xgtxc
—>5 =8
Xctxp
— 5 = 10
xXgt+ xp = x¢
Yetye _ 1
S =
Yetyp _
3 =5
Vst ¥ = Ye
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Rozwigzaniami tego ukladu sa:

xg = 4
xc = 12
xp =8
yp= —2
Yo =4
Jp =

Schemat punktowania II sposobu rozwigzania

Rozwiazanie, w ktérym postep jest niewielki, ale konieczny na drodze do pelnego
rozwiazania

Zdajacy zapisze

+ - + +
. réwnanie - 7 ¥ =8 Iub % =10 lub % =1 lub w = 5, czyli wykorzysta

fakt, ze punkty M i N s3 $rodkami odcinkéw BCi CD
albo

o zapisze réwnanie xz + x, = x¢ lub yz + y, = y¢, czyli wykorzysta fakt, ze

_——  — ——  —— ——

AC=AB+BC=AB+ AD.

Rozwigzanie, w ktorym jest istotny postep

+ +
=10 lub %: 1 lub w: 5, czyli

wykorzysta fakt, ze punkty M i N s3 srodkami odcinkéw BC i CD, oraz zapisze rdwnanie xz + xp = x¢

- +
Zdajacy zapisze rownanie al 5 XC — ¢ Iub xCT

—_——  ——  ——  —— ——

lub y5 + yp = y., czyli wykorzysta fakt, ze AC = AB+ BC = AB+ AD.

Pokonanie zasadniczych trudnosci zadania 3 pkt
Zdajacy zapisze wszystkie réwnania potrzebne do wyznaczenia wspoirzednych
Xptxc _
= 8
+
XeTr — 19
Xg T Xp = X¢
unktow B, Ci D, np.
P P Yt yc _ 1
e =
Yetyp _
D) =5
Ys T ¥p=Yc
Rozwigzanie prawie pelne 4 pkt

Zdajacy obliczy wspolrzedne wierzchotkéw B, C i D, popelniajac w trakcie rozwigzania blad

rachunkowy.
Rozwigzanie pelne

Zdajacy obliczy wspolrzedne wierzchotkéw B, C, D: B = (4, —2),C = (12,4), D = (8, 6).
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Zadanie 16. (0-6)

IV. Uzycie i tworzenie 7.4. Planimetria.

strategii. Zdajacy rozpoznaje figury podobne; wykorzystuje (takze w kontekstach
praktycznych) ich wlasnosci.

9.2. Stereometria.

Zdajacy okresla, jaka figurg jest dany przekroj graniastostupa lub
ostrostupa plaszczyzna.

Przykladowe rozwigzanie
Poprowadzmy prosta XY do przeciecia z prostymi AD i CD odpowiednio w punktach K'i L.
H G

Punkt W jest punktem przeciecia prostej KH z krawedzig AE, a Z to punkt przeciecia prostej HL
z krawedzia CG.

Obliczmy dlugosci kolejnych bokéw pieciokata HWXYZ.
Z twierdzenia Pitagorasa dla tréjkata XBY otrzymujemy
IxY| = V|BX[ +|BY[' = /82 + 82 = 8/2.

Trojkaty XBY i XAK sg podobne (oba sg prostokatne i maja rowne katy przy wierzchotku X). Stad
wynika, ze

Zatem |AK| = 4.
Trojkaty prostokatne KAW i KDH s3 podobne, wigc
4 _ |aw|
16 12 -
Stad |[AW| = 3.

Z twierdzenia Pitagorasa dla tréjkata AXW otrzymujemy
|WX|=4/3>+4> =5,
natomiast z twierdzenia Pitagorasa dla tréjkata WEH
|WH| =92+ 127 = 15.
Obwdd pieciokata HWXYZ jest zatem réwny
Luwxyz =| XY |42 | XW |42 | WH|=8y/2+2 54215 = 8/2 + 40.
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Schemat punktowania

Rozwigzanie, w ktorym postep jest niewielki, ale konieczny na drodze do pelnego
FOZWIQZAMIA
Zdajacy

o dorysuje prosta XY do punktu przeciecia z prosta AD lub prostag CD

albo

« obliczy lub poda dlugos¢ odcinka | XY |= 8y/2.

Rozwiazanie, w ktérym jest istotny postep

Zdajacy obliczy dtugos¢ odcinka AK lub CL oraz zapisze lub zaznaczy na rysunku, ze punkty K, W,
H albo L, Z, H sa wspotliniowe.

Pokonanie zasadniczych trudnos$ci zadania .
Zdajacy obliczy dtugos¢ odcinka AW: |[AW| = 3.

Rozwiazanie prawie pelne
Zdajacy obliczy dtugosci odcinkéow WH i WX: |WH| = 15 oraz |[WX| = 5.

Uwaga

Jezeli zdajacy obliczy dlugos¢ tylko jednego z odcinkéw, WH lub WX, to otrzymuje 4 punkty.
Rozwigzanie pelne

Zdajacy obliczy obw6d szukanego przekroju: Lyyxy, = 8+v/2 + 40.

Zadanie 17. (0-7)

III. Modelowanie 11.6. Rachunek rézniczkowy.
matematyczne. Zdajacy stosuje pochodne do rozwigzywania zagadnien
optymalizacyjnych.

Przykladowe rozwigzanie

Niech x oznacza dlugos¢ krotszej krawedzi podstawy prostopadioscianu. Wtedy dlugosé
drugiej z krawedzi podstawy jest réwna x+ 3. Oznaczmy tez literg h dtugos$¢ trzeciej z krawedzi
prostopadloécianu. Z tresci zadania wynika, ze

4x+4(x+3)+4h=52.
Stad:
xtx+3+h=13,
h=10—2x.
Objetos¢ V prostopadtoscianu mozemy zapisa¢ jako funkcje zmiennej x, wzorem
V(x) =x(x+3)(10 —2x) = — 2x> + 4x> + 30x.
Dziedzing funkgcji V jest zbidr takich wartosci x, ze x > 0 1 10 —2x > 0, a wiec 0 < x < 5.

Pochodna funkgji V jest réwna
V'(x) =—6x*+ 8x + 30, x € (0,5).

Obliczmy miejsca zerowe i zbadajmy znak pochodne;:

V'(x) = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy —6x*>+ 8x+30=0, stad x = —% lub x=3.
Uwzgledniajac dziedzine funkcji, mamy:

V'(x) > 0 wtedy i tylko wtedy, gdy x €(0,3);
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V'(x) < 0 wtedy i tylko wtedy, gdy x €(3,5).

Zatem funkcja V jest w przedziale (0, 3) rosnaca, a w przedziale (3,5) malejgca. Wynika stad, ze dla
x=3 funkcja V ma maksimum lokalne, ktore jest jednoczesnie jej najwiecksza wartoscia.

Gdy x =3, to wtedy x + 3 =6 oraz h = 10 — 2x = 4. Objetos¢ prostopadioscianu jest wtedy rowna
V.. (3)=3-6-4=72

Schemat punktowania

Rozwigzanie zadania sklada sie z trzech etapow.

Pierwszy etap sktada si¢ z trzech czgsci:

a) wprowadzenie oznaczen, np. x, x + 3, h, oraz zapisanie réwnania wynikajacego z warunkéw
zadania: 2x+h =10,

b) zapisanie objetosci prostopadloscianu jako funkeji zmiennej x:

V(x) =x(x+3)(10 —2x) = — 2x> + 4x* + 30x,
c) okredlenie dziedziny funkcji V: 0 < x <5.
Za kazda z czgsci tego etapu zdajacy otrzymuje po 1 punkcie, przy czym jesli zdajacy od razu zapisze
objetos¢ prostopadioscianu w zalezno$ci od zmiennej x, to otrzymuje punkt za cz¢$¢ a) i punkt za
cze$c b).
Drugi etap sklada si¢ z trzech czesci:
a) wyznaczenie pochodnej funkeji V: V'(x) =—6x> + 8x + 30,
b) obliczenie miejsca zerowego pochodnej: x =3,

¢) wyznaczenie przedziatéw monotonicznosci funkcji V' iuzasadnienie, ze dla x = 3 funkcja V osigga
najwieksza wartos¢.

Za poprawne rozwigzanie kazdej z czgsci tego etapu zdajacy otrzymuje 1 punkt, o ile poprzednia czgs¢
etapu zostala zrealizowana bezblednie.

Trzeci etap.
Obliczenie objetosci prostopadloscianu o najwiekszej objetosci: V,,,, = 72.

Za poprawne rozwigzanie tego etapu zdajacy otrzymuje 1 punkt.
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