Odpowiedzi do zadan zamknietych

Zadania zamkniete:

1A 2B 3.B 4.C 6.C 7.B 8.A

13.1FP 132D 14.1C 142D 16.C 17.C 18.B
20.C 21.C 221D 222A 231A 232A 24.C
25.D 26.D 27.D 28.C

Wyniki zadan otwartych:

B.dowdd 9.x € (—% 1) 10.x=830z 12.a=-3

11. (-3, 1); (-2, 4); (-5, -3) 15.0;=36,r=-6 19.|BC| =25
29. mediana 7,5; dominanta 8; prawdopodobierstwo 0,1

30. P(r) = 20mir — 411r2, D = (0, 5), r = 2,5, pole najwieksze 251



Zadanie 1. (1 pkt), odpowiedz A

Sposdb I: z definicji pierwiastka nieparzystego stopnia
Szukamy liczby, ktérej trzecia potega daje —27: (-3)3 = -27, wiec v/-27 = -3.
Szukamy liczby, ktérej pigta potega daje —1: (-1)° = -1, wiec ¥/~1 = -1.
Stad v/-27 +v/-1=-3+(-1) = -

Sposdb II: wytgczenie znaku przed pierwiastek

Dla nieparzystego stopnia n zachodzi v/—a = —4/a, zatem
2T+ 91 =927 -JT=-3-1=-4

Sposéb I zapis potegowy
v-27 = 3/(-3)3 = -3 oraz v-1 = {/(-1)°> = -1, wiec suma wynosi —4.

Zadanie 2. (1 pkt), odpowiedz B

Sposdb I: dziatania na potegach

-1.405 e
3221_332221_31(2) 21(1)_31 22_12

Skorzystaliémy z tego, ze 4%° = V4 = 2.

Sposéb lI: osobno Iiczniki mianownik
Licznik: 371495 = 2.2 =

§
i 32911, 1-1
Mianownik: 3 2” =531
2.1 _2 _
lloraz: §: 5 =%5-18=12

Sposc')b lll: sprowadzenie do jednej podstawy w kazdym czynniku
L &=3.4=12

Zadanie 3. (1 pkt), odpowiedz B

Sposdb I: wzory na sume i réznice logarytméw
logg 4 +logg 32 - logg 2 = logg == 432 =logg64 =2
bo 82 = 64.

Sposéb II kazdy logarytm osobno
logg 4 bo 823 = (23)23 = 4.
logg 32 = 2, bo 8°° = 25 32.

logg 2 =% bo 813 =
2

5 1_6_
Razem: §+3-3=3=2

Sposdb lll: zamiana podstawy na 2
_ logyx _ logp x

logg x = 1555 = —3—. wiec

log, 4+log, 32-log, 2 _ 2+45-1 _ 2
3 =73 -




Zadanie 4. (1 pkt), odpowiedz C

Sposdb I: wzory skréconego mnozenia
(a+1)2-(a-1)?=(?+2a+1)-(a’-2a+1) =4a

Sposob ll: réznica kwadratéw
(@+1)?-(a-1)?=[(@+1)-(a-1)] - [(a+1)+(a-1)] =2-2a = 4a

Sposab lll: sprawdzenie liczbowe i eliminacja
Dlaa=1:(1+1)2-(1-12%?=4-0=4.
Odpowiedz A daje 0, B daje 2, C daje 4, D daje 6, wiec poprawna jest odpowiedz C.



Zadanie 5. (2 pkt), dowdd

Sposodb I: podstawienie n = 2k + 1

Niech n = 2k + 1, gdzie k jest liczbq catkowitq (takg postaé ma kazda liczba nieparzysta). Wtedy
32k + 1)2 +6(2k + 1) + 15 = 3(4k? + 4k + 1) + 12k + 6 + 15

= 12k? + 12k + 3+ 12k + 21 = 12k? + 24k + 24 = 12(k? + 2k + 2)

Liczba k? + 2k + 2 jest catkowita, wiec cata liczba jest podzielna przez 12, co koriczy dowdd.

Sposdb Il: zwiniecie do kwadratu

3n%+6n+15=3(n%+2n+5) =3[(n+1)? + 4]

Skoro n jest nieparzysta, to n + 1 jest parzysta, czylin + 1 = 2m dla pewnej liczby catkowitej m. Zatem
3[(2m)? + 4] = 3(4m? + 4) = 12(m? + 1)

co jest liczbg podzielng przez 12.

Sposéb lll: podzielnos$é przez 3 i przez 4 osobno

Czynnik 3 wytgczamy od razu: 3n? + 6n + 15 = 3(n? + 2n + 5).

Wystarczy pokazad, ze n? + 2n + 5 dzieli sie przez 4. Dla n = 2k + 1:
N2+2n+5=4k?+4k+ 1+ 4k +2+5=4k?> + 8k + 8 = 4(k? + 2k + 2)

Czyli badana liczba jest réwna 3 - 4(k? + 2k + 2) = 12(k? + 2k + 2) i dzieli sie przez 12.

Zadanie 6. (1 pkt), odpowiedz C

Sposdb I: mnozenie obu stron przez 15

742X > 4 /15
5 T 15
3(7+2x)24 > 21+6x24 = 6x2-17 = x2-Y

Poniewaz —%7 =~ -2,83, najmniejszq liczbg catkowitg spetiajgcg nieréwnosc jest 2.

Sposdb lI: przeniesienie wyrazu wolnego

I 4 2xX> 4 2x >4 21 _ 17
st51 © 52171 15

_17 .05 - _17 ~ _
X2—3£-3 =¥ 2,83

Najmniejsza liczba catkowita w tym zbiorze to -2.

Sposadb llI: sprawdzenie kandydatéw

- 376 _-1_3 ¢4 pierd i
Dlax = -3: 52 = £ = 5% < {5, hieréwnosc nie jest spetniona.
__o.7-4 _3_ 9 4 . 7 17 .
Dla x = -2: &&= = £ = 5% 2 7%, nierdownosc jest spetniona.

Lewa strona rosnie wraz z x, wiec —2 jest najmniejszq takq liczbg catkowitg.

Zadanie 7. (1 pkt), odpowiedz B

Sposab I: rozktad na czynniki

X2 -4)(x*-9)=0 & x*=41lubx*=9
Rozwigzania: x = -2, x=2,x=-3,x = 3.
Suma:-2+2-3+3=0.

Sposadb IlI: symetria pierwiastkow
Réwnanie zawiera tylko parzyste potegi x, wiec kazdy pierwiastek wystepuje razem z liczbg do niego



przeciwng: pary -2 i 2 oraz -3 i 3. Suma kazdej pary wynosi 0, wiec suma wszystkich rozwigzan tez jest
réwna 0.

Sposdb lll: wzory Viéte'a dla réwnania czwartego stopnia
Po wymnozeniu: x* — 13x? + 36 = 0. Wspétczynnik przy x3 jest réwny 0, a suma pierwiastkéw wielomianu

i a3 - _0_
stopnia czwartego to " 1 0.

Zadanie 8. (1 pkt), odpowiedz A

Sposdb I: rozktad mianownikédw i mnozenie przez odwrotnosé
4 . Bx _ _4 4P _ 4 (22002

X2+2x " 4-x? X(x+2) 5x  x(x+2) 5x

Skracamy czynnik (x + 2):

_ 4(2-x) _ 8-4x
T B2 BxZ

Sposadb lI: podstawienie liczbowe i eliminacja

Dla x = 1 wyrazenie wyjsciowe daje % : % = é.
Sprawdzamy odpowiedzi dla x = 1: A daje #* = £ (zgodne), B daje -, C daje 52%; = -%, D daje .

Poprawna jest odpowiedz A.

Sposab lll: zapis jednym utamkiem pietrowym

)il A2-X)(2+x) _ 4(2-x) _ 8-4x
 BxZ(x+2) 5x?2 5x?

5x
Z=X)(2+%)



Zadanie 9. (2 pkt), rozwigzanie nieréwnosci

Sposadb I: postac ogdlna i wyrdznik

X(3x-2)<1 e 3x*2-2x-1<0

Dla tréjmianu 3x? —=2x—1:A=(-2)2-4-3-(-1) =4+ 12 =16, VA = 4.

==l xp=2fon

Ramiona paraboli skierowane sq w gdre, wiec wartosci ujemne tréjmian przyjmuje miedzy miejscami
zerowymi:

xe (-3, 1)

Sposdb ll: rozktad na czynniki

3x2-2x-1=3x2-3x+x-1=3x(x-1)+(x-1) = (x - 1)(3x+ 1)

lloczyn (x — 1)(3x + 1) jest ujemny, gdy czynniki majg rézne znaki, czyli dla —% <x<1.
Odpowiedz: x € (-3, 1).

Sposadb lll: odgadniety pierwiastek i wzory Viéte'a

Dlax=1mamy 3-2-1=0, wigc x; = 1 jest miejscem zerowym. Z iloczynu pierwiastkéw x; - xp = £ =
wynika x; = -1,
Parabola o dodatnim wspétczynniku przy x? lezy ponizej osi miedzy pierwiastkami, stqd x € (—% 1).

Zadanie 10. (2 pkt), cena czekolady 8,30 zt

Sposdb I: metoda podstawiania

Drugie réwnanie dzielimy przez 3: x + 3y = 20, czyli x = 20 — 3y. Wstawiamy do pierwszego:
8(20-3y)+4y =82 = 160-24y+4y=82 = -20y=-78

y=39 = x=20-3-39=20-117=83

Czekolada kosztuje 8,30 zt (baton 3,90 zt).

Sprawdzenie: 8-8,3+4-3,9 = 66,4 + 15,6 = 82.

Sposdb lI: metoda przeciwnych wspétczynnikéw
Pierwsze réwnanie mnozymy przez 9, drugie przez 4:
72x + 36y = 738, 12x + 36y = 240

Odejmujemy stronami: 60x = 498, czyli x = 8,3.

Cena czekolady wynosi 8,30 zt.

Sposadb lll: wyznaczniki (metoda Cramera)
8 4 82 4
W=3 9—72—12=60, WX:‘GO 9

— W, _ 498 _
X=w =% =83

=738-240 =498

Sposdb 1V: sprowadzenie do wspdlnej liczby batonéw

Drugie réwnanie mnozymy przez g, aby przy y stat wspétczynnik 4:
4 _ 80

§X + 4y =3

Odejmujemy je od pierwszego réwnania:

_4y-gy_80 20, _ 166 -
8x3x823=>3x3:>x8,3



Zadanie 11. (3 pkt), odczyt wtasnosci funkgji

Sposdb I: odczyt z wykresu

1. Najnizszy punkt wykresu to (1,-3) i ta wartos¢ jest osiggana, najwyzsza wartosé to 1 (odcinek poziomy
po lewej stronie). Wszystkie wartosci pomiedzy sq przyjmowane, wiec zbiorem wartosci jest przedziat
(-3, 1).

2. Wykres lezy ponizej osi Ox miedzy miejscami zerowymi x = =2 oraz x = 4, czyli dla x € (-2, 4).

3. Najwieksza wartosé 1 jest przyjmowana na catym odcinku poziomym, czyli dla x € (-5, —3).

Sposdb lI: rachunkowo, ze wzoru

Na (-5, -3) funkcja przyjmuje statg wartosé 1.

Na (-3, 1) funkcja —x — 2 maleje od wartosci bliskich 1 (dla x bliskich —3) do -3 dla x = 1, wiec daje przedziat
(-3, 1).

Na (1, 5) funkcja x — 4 rosnie od wartosci bliskich —3 do wartosci bliskich 1, wiec daje przedziat (-3, 1).
Suma tych zbioréw to (-3, 1).

Wartosci ujemne: -x -2 <0 e x> -2, czylix € (-2,1);orazx -4 <0 & x < 4, czylix € (1,4). Ruzem x €

(-2, 4).

Najwieksza wartosc to 1, przyjmowana dla x € (-5, -3), bo na pozostatych czesciach -x -2 < 1 oraz x -
4<1.

Odpowiedzi
1.(-3, 1)
2.(-2, 4)

3. (-5, -3)

Zadanie 12. (2 pkt),a=-3

Sposdb I: warunek f(0) = -9 i wzdr skréconego mnozenia
f(0)=5-0+a’?+6a=a’+6a=-9
a’+60+9=0 = (a+3)?=0 = a=-3

Sposaéb ll: wyrdznik réwnania kwadratowego

Z réwnania a’ + 6a +9 = 0 mamy A = 36 - 36 = 0, wiec jedyne rozwigzanie to

a= %3 =-3

Sposdb lll: minimum funkcji kwadratowej zmiennej a

Wyraz wolny funkcji liniowej to a? + 6a i ma by¢ réwny -9. Funkcja g(a) = a? + 6a ma wierzchotek w a =

—% = -3 i wartosé najmniejszqg g(-3) = -9. Wartosé -9 jest wiec przyjmowana doktadnie raz, dla a = -3.

Zadanie 13.1 (1 pkt), odpowiedzi F, P



Sposadb I: analiza postaci kanonicznej

Wierzchotek parabolito W = (2, 4), a wspétczynnik a = 2 > 0, wiec najmniejsza wartos¢ funkcji wynosi 4.
Funkcja nie przyjmuje wartosci O, czyli nie ma miejsc zerowych, zdanie pierwsze jest fatszywe (F).

Osig symetrii wykresu jest prosta x = p, czyli x = 2, zdanie drugie jest prawdziwe (P).

Sposdb lI: wyrdznik postaci ogdlnej
Po przeksztatceniu f(x) = 2x? — 8x + 12, wiec A = 64 — 96 = -32 < 0, czyli brak miejsc zerowych (F).
b

0$ symetrii: x = -2 =8 =2 (P).

Sposadb lll: rozwigzanie réwnania f(x) = 0 i badanie symetrii

2x-2)%2+4=0 = (x-2)%=-2

Kwadrat nie moze by¢ ujemny, wiec réwnanie nie ma rozwiqzan (F). Ponadto f(2 +t) = f(2 —t) = 2t> + 4 dla
kazdego t, czyli osig symetrii jest prosta x = 2 (P).

Zadanie 13.2 (1 pkt), odpowiedz D

Sposdb I: wymnozenie postaci kanonicznej
f(X) =2(x—-2)2+4=2(x2-4x+4) +4=2x2 -8x+8+4 =2x2 -8x+ 12

Sposab ll: przeliczenie wspdtczynnikéw
Z postaci kanoniczneja=2,p=2,q=4. Wtedyb=-2ap=-2-2-2=-8orazc=ap’+q=2-4+4 =12,
czyli f(x) = 2x% - 8x + 12.

Sposadb lll: sprawdzenie wartosci i eliminacja

f(0)=2-4+4 =12, co odrzuca odpowiedzi A oraz B.

f(1l)=2-1+ 4 =6; odpowiedz C daje 2 -4+ 12 = 10, odpowiedz D daje 2 -8+ 12 = 6.
Poprawna jest odpowiedz D.



Zadanie 14.1 (1 pkt), odpowiedz C

Sposdb I: podstawienie n =3
a3=32-(3)>°=32-(4)?=32.4=128

Sposab II: cofanie sie od pigtego wyrazu
Dlan=5mamy as =32 (%)O = 32. lloraz ciggu wynosi % wiec cofajgc sie mnozymy przez 2:
dyg = 64, ds = 128

Sposadb lll: uproszczenie wzoru
an = 32. 25—n — 25 . 25—n — 210—n
Stqd a3 = 27 = 128.

Zadanie 14.2 (1 pkt), odpowiedz D

Sposab I: iloraz kolejnych wyrazéw

Onel _ _532'(%)“ -1
o o32(3)" 2

lloraz jest staty, wiec ciqg jest geometryczny. Wszystkie wyrazy sq dodatnie, a g = % € (0, 1), wiec cigg jest
malejgcy.

Sposdb ll: kilka pierwszych wyrazéw

a; =2°=512,a; = 256, a3 = 128, a4 = 64.

RézZnice nie sq state (-256, —128, —64), wiec cigg nie jest arytmetyczny; ilorazy sqg state i rdwne % a wyrazy
malejg, wiec cigg jest geometryczny i malejgcy.

Sposab lll: uproszczona postac wzoru

Nl—=

Wyktadnik 10 — n maleje wraz ze wzrostem n, a funkcja 2! jest rosnqgca, wiec wyrazy malejq. lloraz %
jest staty, czyli ciqg jest geometryczny i malejqgcy.

Zadanie 15. (3 pkt), pierwszy wyraz 36, roznica -6

Sposdb I: wzér na sume i zapis wyrazéw przez pierwszy wyraz oraz réznice
S1o=2%20.10=90 = 20;+9r=18

L% =10 = ap+(op+6r+(ap+7r)=30 = 3a;+13r=30

Z pierwszego réwnania a; = 9 — 4,5r. Podstawiamy:

39-45r+13r=30 = 27-135r+13r=30 = -0,5r=3

r=-6, a1=9-45-(-6) =36

Sprawdzenie: S1o = 5(72 - 54) = 90, ay = 0, ag = -6, wiec 3&2-€ = 10,

Sposab ll: suma przez pierwszy i ostatni wyraz

Sio=%52.10=5(a; +a10) =90 = a;+0a3p=18

Podstawiajgc aip = ay + 9r, otrzymujemy 2a; + 9r = 18, a drugi warunek daje 3a; + 13r = 30.
Rozwigzujemy metodq przeciwnych wspdtczynnikdw: pierwsze réwnanie mnozymy przez 3, drugie przez 2



6a1 + 27r =54, 6a1 + 26r =60
Odejmujgc stronami: r = -6, stqd a; = w = 36.

Sposab lll: wykorzystanie wyrazéw srodkowych

W ciqgu arytmetycznym a; + aig = ds + dg, Wiec S1o = 5(as + ag) = 90, czyli as + ag = 18.
Z drugiego warunku a1 + a7 + ag = 30, a poniewaz a7 + ds = as + de + 4r = 18 + 4r, mamy
a,+18+4r=30 = a;+4r=12

Razem z 2a1 +9r = 18 daje to r = -6 oraz a1 = 36.



Zadanie 16. (1 pkt), odpowiedz C

Sposab I: witasnos¢ wyrazu srodkowego
(x+4)2=x(2x+8) = x?+8x+16=2x>+8x = x*’=16

Wyrazy sq dodatnie, wiec x = 4. Cigg ma postac (4, 8, 16), a jego iloraz wynosi q = % =2.

Sposab ll: réwnosé ilorazéow
xtd _ 2x+8 _ 20x+4) _ o

X x+4 x+4

Stgd x+ 4 = 2x, czylix =4, ailoraz q = 2.

Sposob lll: zapis przez iloraz

Jedli q jest ilorazem, to x + 4 = xq oraz 2x + 8 = xq?. Dzielgc drugie réwnanie przez pierwsze:

_ 2x+8 _ 2(x+4) _
Q=57 = s =2

Zadanie 17. (1 pkt), odpowiedz C

Sposab I: jedynka trygonometryczna

Przenosimy cos? a na lewq strone:

sina+sin®a+cos?a=cosa+1

Poniewaz sin? a + cos? a = 1, otrzymujemy

sina+1l=cosa+1 = sina=cosa

Dla kgta ostrego cos a > 0, wiec dzielgc obie strony przez cosa: tga = 1.

Sposadb Il: grupowanie wyrazéw
sina—-cosa+sin?a+cos’a-1=0 = sina-cosa+1-1=0
czyli sina = cosa, co dla kgta ostrego daje a = 45° itga = 1.

Sposab lll: sprawdzenie odpowiedzi
Jeslitga =1, to a = 45°, a wtedy sina = cosa = @

Lewa strona: g + % Prawa strona: @ - % +1= \/77 +1

5
Réwnosd zachodzi, wiec poprawna jest odpowiedz C.

Zadanie 18. (1 pkt), odpowiedz B

Sposdb I: kgt oparty na srednicy

Kgt ADC jest katem wpisanym opartym na $rednicy AC, wiec |[ZADC| = 90°.

Kgty DBC oraz DAC sg kgtami wpisanymi opartymi na tym samym tuku DC, zatem [£DAC| = .
W tréjkgcie ADC suma kgtéw wynosi 180°:

B+90°+y=180° = PB+y=90°

Sposéb lI: miary tukéw
Kgt wpisany ma miare potowy tuku, na ktérym jest oparty:



B=1-IDCI, y=1-1AD|
tuki AD oraz DC tworzqg razem potokrgg, bo AC jest srednicg, czyli ich miary sumujg sie do 180°. Stqd
B+y=3-180" =90

Sposab llI: tréjkgty réwnoramienne z promieni

Punkt S jest srodkiem okregu, wiec |ISA| = |SD| = |SC| = r. Tréjkat ASD jest réwnoramienny, wiec |[£SAD| =
|£SDAI, a tréjkgt DSC jest rGwnoramienny, wiec [2SDC| = [£SCD| =Y.

Suma kgtdéw tréjkata ADC daje |£DAC| +v + (I£DAC| +y) = 180°, czyli [ZDAC]| +y = 90°. Poniewaz
[£DAC| = B (kgty wpisane oparte na tuku DC), otrzymujemy 8 +y = 90°.



Zadanie 19. (4 pkt), ramie o dtugosci 25

Sposdb I: wysokos¢ trapezu i rzuty na dtuzszg podstawe

Z jedynki trygonometrycznej: sina = 1/1 - (%)2 =1/%5 =1

Niech E bedzie spodkiem wysokosci poprowadzonej z C na podstawe AB. W tréjkqcie prostokgtnym AEC:
h=ICEl=|AClsina=39-3 =15 |AE|=|AC|cosa=39- 1% =36

W trapezie réwnoramiennym rzut ramienia na dtuzszq podstawe wynosi w = % = 20, czyli |[EB| = 20.
Z twierdzenia Pitagorasa w tréjkgcie CEB:

IBC| = v/152 + 202 = /225 + 400 = /625 = 25

Sposab ll: twierdzenie cosinuséw w tréjkgcie ABC

Jak wyzej: |AE| = 36 oraz |EB| = 20, wiec |AB| = 56 (a wtedy |CD| = 16).

W tréjkgcie ABC znamy |AB| = 56, |AC| = 39 oraz kgt a miedzy tymi bokami:
IBC|? =562 +392-2-56-39- 1 =3136+ 1521 - 4032 = 625

IBCl =25

Sposdb lll: metoda wspétrzednych

Umieszczamy trapez w uktadzie wspotrzednych: A = (0,0), B = (56, 0) (bo |AB| = 36 + 20 = 56), C = (36, 15)
,D = (20, 15).

Wtedy

IBC| = /(56 - 36)2 + (0 — 15)2 = /400 + 225 = 25

Sprawdzenie: |AD| = /202 + 152 = 25, czyli trapez rzeczywiscie jest réwnoramienny, |[CD| = 16 oraz |AB| —
ICD| = 40.

Zadanie 20. (1 pkt), odpowiedz C

Sposadb I: twierdzenie Pitagorasa

Niech a oznacza diugosé przyprostokgtnej. Wtedy
02+02=82 = 202=64 = a=+32=42
Obwéd:2-4v2+8=8v2+8=8(vV2+1).

Sposéb lI: wtasnosci tréjkata o kgtach 45, 45, 90 stopni

W takim tréjkqcie przeciwprostokgtna jest v/2 razy dtuzsza od przyprostokgtnej, wiec
-8 _

a= 5o 4\/2

Obwdd wynosi 84/2 + 8 = 8(v/2 + 1).

Sposadb lll: funkcje trygonometryczne
a=8cos45° =8 @:4\/7
Obwdéd: 2a+8=8v2+8=8(vV2+1).

Zadanie 21. (1 pkt), odpowiedz C

Sposodb I: skala podobienstwa z obwodow
Obwdd tréjkgta ABC: 6 + 9 + 12 = 27. Skala podobieristwa:



k=36=4
27 7 3
Najkrétszy bok tréjkata KLM: 6 - % =8.
Sposdb ll: proporcja
=35 = 27x=216 > x=8

Sposab lll: podziat obwodu na czesci
Boki tréjkgta KLM sg proporcjonalne do 6:9:12 =2 :3: 4. Suma czesci wynosi 9, wiec jedna czesd to
¥ = 4, anajkrétszy bok to 2 - 4 = 8.



Zadanie 22.1 (1 pkt), odpowiedz D

Sposdb I: wspétczynnik kierunkowy i wyraz wolny
2-(-6) _ 8
=2

0=—=77% ~2°
Prosta przechodzi przez A = (0, -6), wiec wyraz wolny wynosi b = -6, czyliy = 2x - 6.

Sposab ll: podstawienie punktéw do odpowiedzi

Punkt A = (0, -6) speiajq tylko réwnania z wyrazem wolnym -6, czyli odpowiedzi B oraz D.
Sprawdzamy punkt B = (4, 2): w odpowiedzi B otrzymujemy -4 - 6 = =10 =2, w odpowiedzi D
otrzymujemy 2 - 4 - 6 = 2, co sie zgadza.

Sposdb llI: réwnanie prostej przez dwa punkty

L =208 5 y46=2x = y=2x-6

Zadanie 22.2 (1 pkt), odpowiedz A

Sposadb I: kgt prosty przy wierzchotku B i definicja tangensa

Sprawdzamy, gdzie jest kgt prosty. Wektory BA = (-4, -8) oraz BC = (-4, 2) majq iloczyn skalarny
(=4)(-4) + (-8)(2) = 16 — 16 = 0, wiec kat prosty jest przy wierzchotku B.

Dtugosci przyprostokgtnych:

IAB| =v/42+82 =+/80=4v5,  |BCI=v42+22=v20=2V5

Dla kgta CAB przyprostokgtna BC lezy naprzeciw, a AB przy kqcie:

thLCABI=%=iﬁ =3

Sposdb lI: nachylenie ramienia AB wzgledem pionowego ramienia AC

Punkty A oraz C majg te samq pierwszq wspdtrzedng, wiec ramie AC jest pionowe.
Idgc od A do B pokonujemy 4 jednostki w poziomie i 8 jednostek w pionie, zatem
tgl2CABI =3 =}

Sposab lll: pole tréjkata jako kontrola

|AC| = 4 - (-6) = 10, a odlegtos¢ punktu B od prostej AC, czyli od osi Oy, wynosi 4, wiec P = 3 - 10 - 4 = 20.
Z drugiej strony %IABI -|BC| = % - 44/5 - 24/5 = 20, co potwierdza, ze kqt prosty jest przy wierzchotku B.
Stqd

BC
tglLCABIzﬁ:i_ﬁ =1

Zadanie 23.1 (1 pkt), odpowiedz A

Sposodb I: wzor na srodek odcinka

ysz%m = —6=L52+E = yB=—12+15=3

Sprawdzenie pierwszej wspodtrzednej: @ = -8, zgadza sie.



Sposdb lI: przesuniecie o ten sam wektor

Od Ado S:AS = (-8 -4, -6 + 15) = (-12, 9).

Punkt B powstaje przez powtdrzenie tego przesuniecia:
B=S+AS=(-8-12, -6+9) = (-20, 3)

czyliyg = 3.

Sposab lll: réwna odlegtos¢ od srodka

Promieri okregu to ISA| = /(4 +8)2 + (-15+6)2 = /144 + 81 = 15.

Dla punktu B = (-20,yg): 144 + (ys + 6)? = 225, czyli (ys + 6)% = 81, skad ys = 3 (drugie rozwigzanie yg =
-15 odpada, bo wtedy B nie lezatby na srednicy poprowadzonej z A).

Zadanie 23.2 (1 pkt), odpowiedz A

Sposadb I: promien jako odlegtos¢ srodka od punktu okregu
r=ISAl=+/(4+8)2+(-15+6)2=+/122+92=,/225 =15
Réwnanie okregu o srodku S = (-8, —6) i promieniu 15:
(x+8)2 +(y +6)% =225

Sposdb II: promien jako potowa Srednicy
IAB| = /(4 +20)2 + (-15 - 3)2 = /576 + 324 = /900 = 30, wiec r = 15 oraz r? = 225,
Stqd (x + 8)2 + (y + 6)? = 225.

Sposéb llI: eliminacja odpowiedzi
Srodek (-8, -6) wymusza zapis (x + 8)? + (y + 6)?, co odrzuca odpowiedzi C oraz D.
Sprawdzamy punkt A = (4,-15): (4 + 8)? + (=15 + 6)% = 144 + 81 = 225, wiec poprawna jest odpowiedz A.



Zadanie 24. (1 pkt), odpowiedz C

Sposadb I: réwnosé wspédtczynnikéw kierunkowych

Proste sg réwnolegte, gdy majg réwne wspétczynniki kierunkowe:

m-3=-5 = m=-2

Sprawdzenie, Zze proste nie pokrywajq sie: dla m = =2 wyraz wolny prostej k wynosim + 4 =2 =1, wiec
proste sq réwnolegte i rézne.

Sposadb ll: warunek braku rozwigzan uktadu

Z uktadu réwnan otrzymujemy

(M=-3)x+(M+4)=-bx+1 = M+2)x=-3-m

Uktad nie ma rozwiqzan (proste réwnolegte i rézne), gdy m+2 =0 oraz -3 - m =0, czylim = -2.

Sposab lll: sprawdzenie odpowiedzi
Dlam=-5:m-3=-8;dlam=-3:m-3=-6;dlam=-2:m-3 = -5, co zgadza sie z prostq |; dlam = 1:
m-3=-2.

Poprawna jest odpowiedz C.

Zadanie 25. (1 pkt), odpowiedz D

Sposdb I: podstawa jako szes¢ tréjkgtéw réwnobocznych
Pole tréjkgta réwnobocznego o boku 3: 337‘/5 = 944@.

Pole podstawy: P, = 6 - 22 = 223
Objetodé:V =P, - H = 243 .3 = 81Y3,

Sposdb Il: gotowy wzdr na pole szesciokqta foremnego
P, = 30°V3 _ 393 _ 2743
2 2 2

_ 27J3 _ 81J/3
V=2Zy3.3-813

Sposdb llI: szesciokat jako dwa trapezy
Szesciokqt foremny o boku 3 dzieli sie na dwa przystajqgce trapezy o podstawach 3 i 6 oraz wysokosci 3—‘2/3:
Pp=2- 346 , 3v3 _ 2743

2 2 2

iatodd- /= 8LV3
Objetosc: V = ==,

Zadanie 26. (1 pkt), odpowiedz D

Sposadb I: sinus kgta nachylenia krawedzi bocznej

Wysokos¢ ostrostupa, potowa przekgtnej podstawy i krawedz boczna tworzq tréjkgt prostokgtny, w
ktérym krawedz boczna jest przeciwprostokgtng, a kgt nachylenia wynosi 60°:

H=12 sin60°=12- £ =63

Sposab ll: tréjkat o katach 30, 60, 90 stopni
W tym tréjkqcie prostokatnym krétsza przyprostokgtna (potowa przekgtnej podstawy) lezy naprzeciw kgta
30°, wiec wynosi 12—2 = 6, a dtuzsza przyprostokgtna, czyli wysokoé¢ ostrostupa, jest +/3 razy dtuzsza:

H=6v3



Sposab llI: twierdzenie Pitagorasa

Potowa przekatnej podstawy: d = 12 cos 60° = 6. Wtedy
H=1+122-62=+/144-36 =+/108 =63

Zadanie 27. (1 pkt), odpowiedz D

Sposdb I: réwnanie z liczbg bokéw podstawy

Ostrostup o podstawie bedgcej n katem ma 2n krawedzi (n w podstawie i n bocznych) oraz n + 1
wierzchotkdw. Z warunku zadania:

2n=n+1)+9 = n=10

Podstawq jest dziesieciokqt.

Sposadb ll: réznica liczby krawedzi i wierzchotkéw
Réznica 2n - (n+ 1) =n -1 ma by¢ réwna 9, wiecn-1 =9, czylin = 10.

Sposab lll: sprawdzenie odpowiedzi

Szedciokqt: 12 krawedzi i 7 wierzchotkdw, réznica 5.

Osmiokgt: 161 9, réznica 7.

Dziewieciokgt: 18 10, réznica 8.

Dziesieciokgt: 20 i 11, réznica 9, zgodnie z warunkiem zadania.

Zadanie 28. (1 pkt), odpowiedz C

Sposadb I: wypisanie zdarzen sprzyjajgcych

Wszystkich wynikéw jest 6 - 6 = 36 i sq jednakowo prawdopodobne.

Suma wieksza od 10 oznacza sume 11 lub 12: (5, 6), (6,5), (6, 6), czyli 3 wyniki.
P(A) = 33—6

Sposdb lI: analiza po pierwszym rzucie

Suma wieksza od 10 jest mozliwa tylko wtedy, gdy pierwszy rzut daje 5 albo 6.

Dla 5 pasuje jedynie 6 (jeden wynik), dla 6 pasujg 5i 6 (dwa wyniki). Razem 3 wyniki sprzyjajgce na 36
mozliwych, wiec P (A) = 2.

Sposab llI: tabela sum

W tabeli 6 x 6 sum oczek wartosci wieksze od 10 zajmujg prawy dolny naroznik: dwa pola z sumg 11

jedno z sumq 12, czyli 3 pola z 36. Stqd P (A) = 5 = 15.



Zadanie 29. (3 pkt), mediana 7,5; dominanta 8;
prawdopodobienstwo 0,1

Sposdb I: licznosci skumulowane

Dodajemy liczebnosci po kolei: 6, 10, 24, 60, 98, 108, 120.

Préba liczy 120 osdéb, czyli parzyscie wiele, wiec mediana jest srednig wynikdéw na pozycjach 60 oraz 61.
Pozycja 60 przypada na wartosc 7 (licznosé skumulowana do 7 wynosi doktadnie 60), a pozycja 61 na
wartosé 8:

mediana = % =75

Dominanta to wartosd o najwiekszej liczebnosci, czyli 8 (zadeklarowana przez 38 osob).
Prawdopodobieristwo wyboru osoby deklarujgcej 10 godzin:

— 12 _
P=12=01

Sposadb lI: uporzgdkowany ciqg danych

Ustawiajgc odpowiedzi rosnqco: pozycje od 1 do 6 to czwdrki, od 7 do 10 pigtki, od 11 do 24 szdéstki, od 25
do 60 siédemki, od 61 do 98 dsemki.

Srodkowe wyniki (pozycje 60 i 61) to 7 oraz 8, wiec mediana wynosi 7,5.

Naijliczniejsza grupa to 38 0séb przy 8 godzinach, czyli dominanta wynosi 8, a szansa trafienia na osobe
deklarujgcg 10 godzin to stosunek 12 do 120, czyli O,1.

Odpowiedzi
1. Mediana: 7,5
2. Dominanta: 8
. L12 _ 1
3. Prawdopodobienstwo: 55 = 55 = 0,1

Zadanie 30. (4 pkt), pole boczne walca

Wyznaczenie wzoru i dziedziny

Z warunku 2r + H = 10 otrzymujemy H = 10 — 2r. Pole powierzchni bocznej walca:

P (r) = 2mrH = 2mr(10 - 2r) = 20T — 47712

Dziedzina: promien musi by¢ dodatni (r > 0), a wysokos$¢ musi by¢ dodatnia (10 - 2r > O, czyli r < 5), zatem
D=(0, 5

Sposadb I: wierzchotek paraboli ze wzoru na pierwszqg wspoétrzedng
Funkcja P (r) = —41r? + 20Tr jest kwadratowa o wspdtczynniku a = —41r < 0, wiec osigga wartogé
najwiekszq w wierzchotku:

20m  _ 20m _ 25

F'="2Fam = &n
Liczba 2,5 nalezy do dziedziny (0, 5). Najwieksze pole:
P(2,5) = 201 - 2,5 - 41 - 6,25 = 5011 — 251 = 267

Sposéb lI: postaé kanoniczna

P(r) = —4m (r? - 5r) = —4m [(r— %)2 - %} = -4 (r- %)2 + 2517

Sktadnik 41t (r - %)2 jest niedodatni i réwny zero tylko dla r = 2,5, wiec dla tego promienia pole jest
najwieksze i wynosi 251r.



Sposadb lll: symetria wzgledem miejsc zerowych

Miejsca zerowe funkcji P (r) = 4mrr(5—r) tor = 0 oraz r = 5. Wierzchotek paraboli lezy w potowie odlegtosci
miedzy nimi:

r=%5=25

Ramiona paraboli sg skierowane w ddt, wiec jest to maksimum, a P (2,5) = 41 - 2,5 2,5 = 25b1r.

Sposab IV: iloczyn liczb o statej sumie
Dlar € (0,5) mamy P (r) = 41 - r(5 - r). lloczyn dwdch liczb dodatnich o statej sumier + (5 -r) =5 jest
najwiekszy, gdy liczby te sq réwne, czyligdy r =5 -r, a wiec r = 2,5. Wtedy P = 41 - 2,52 = 25T.
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