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Klucz punktowania zadah zamknigtych
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Schemat oceniania zadan otwartych

Zadanie 26. (0-2)
Rozwiaz nierdéwnos¢ 3x> —6x > (x —2)(x—8).

Rozwiazanie
Rozwiazanie nieréwnos$ci kwadratowej sktada sie z dwoch etapow.

Pierwszy etap to wyznaczenie pierwiastkéw tréjmianu kwadratowego 2x° +4x—16 lub

X’ +2x-8.
Drugi etap to zapisanie zbioru rozwiazan nieréwnosci kwadratowe;j.

Pierwszy etap rozwigzania moze zosta¢ zrealizowany nastgpujgco:

e zapisujemy nieréowno$¢ w postaci x° +2x—8>0 i obliczamy pierwiastki tréjmianu

kwadratowego x° +2x—8
o obliczamy wyr6znik tego trojmianu:

A=4+32=36 istad x, ==30=2 oraz x, =50 =—4

albo
o stosujemy wzory Victe’a:
X,-x, =—8 oraz x,+x, =-2,stad x, =2 oraz x, =—4
albo

e przeksztalcamy nieréwno$¢ do postaci (x—2)(2x+8)20, skad bezposrednio

odczytujemy pierwiastki: x, =2, x, =—4,
albo

e przeksztalcamy nierowno$¢ do postaci rownowaznej |x+1| >3, korzystajac

z wlasno$ci wartosci bezwzglednej, i odczytujemy te wartosci x, dla ktorych |x + 1| =3:

x=—4, x=2.

Drugi etap rozwigzania:

Podajemy zbidr rozwigzan nierdwnosci: (—oo, —4)U <2, +oo) lub xe (—oo, —4)U <2, +oo).

Schemat oceniania

Z.dAJACY OLTZYMUJE ..ouuverriersrnnrrcssssanresssssssesssssssssssssssssesssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssse

gdy:

e zrealizuje pierwszy etap rozwigzania i na tym poprzestanie lub btednie zapisze zbior

rozwigzan nierdéwnosci
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albo
e realizujac pierwszy etap rozwigzania zadania popetni blad (ale otrzyma dwa rdzne
pierwiastki) i konsekwentnie do tego zapisze zbidr rozwigzan nierownosci, np.

o popetni blad rachunkowy przy obliczaniu wyrdznika lub pierwiastkow
trojmianu kwadratowego 1 konsekwentnie do popetnionego biedu zapisze zbiodr
rozwigzan nierownosci,

o blednie zapisze réwnania wynikajace ze wzorow Viete’a, np.: x, +x, =1
1 konsekwentnie do popetnionego btedu zapisze zbior rozwigzan nieréwnosci,

o blednie zapisze nieréwno$§¢ z wartoscia bezwzgledna, np. |x—1| >3
1 konsekwentnie do popetnionego btedu zapisze zbidr rozwigzan nieréwnosci.

Z.daJACY OLTZYIMMUJE ..uvereevrrresssnrcssssncsssrosssssossssssssssssssssssssssssssssssssssssssssesssssssssssesssssossssssssnsses 2p.
gdy:
e poda zbidr rozwigzan nieréwnosci: (—oo,—4>u<2,+oo) lub xe (—oo,—4>u<2,+oo)
lub(x<—4 1lub x>2)
albo
e sporzadzi ilustracje geometryczng (o$ liczbowa, wykres) i zapisze zbidr rozwigzan
nieréwnos$ci w postaci: x<—4, x>2,
albo

e poda zbidr rozwigzan nierownosci w postaci graficznej z poprawnie zaznaczonymi
koncami przedziatow.

Uwagi

1. Akceptujemy zapisanie odpowiedzi w postaci: x<—4 i x>2, x<—4 oraz x =2 itp.

2. Jezeli zdajacy dzieli obie strony nierdwnosci przez x—2 bez stosownego zalozenia,
to otrzymuje 0 punktow.

3. Jezeli zdajacy dzieli obie strony nieréwnos$ci przez x—2, rozwazajac dwa przypadki
x—2>0 oraz x—2<0, rozwigze nierownos¢ w kazdym z tych przypadkéw, ale nie
rozwazy przypadku x—2 =0, to otrzymuje 1 punkt.

4. Jezeli zdajacy poprawnie obliczy pierwiastki trojmianu x, =2, x, =—4 1 blednie zapisze

odpowiedz, np. (—oo,—2>u<2,+oo), popehiajac tym samym blad przy przepisywaniu

jednego z pierwiastkow, to otrzymuje 2 punkty.

Kryteria uwzgledniajace specyficzne trudnosci w uczeniu si¢ matematyki
Akceptujemy zapis przedzialu nieuwzgledniajacy porzadku liczb na osi liczbowe;,

np. (—e0,2) U(—4,+00), (—4,—c0) U (+e0,2).
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Zadania 27. (0-2)
Jezeli do licznika pewnego nieskracalnego utamka dodamy 32, a mianownik pozostawimy
niezmieniony, to otrzymamy liczbe 2. Jezeli natomiast od licznika i od mianownika tego

utamka odejmiemy 6, to otrzymamy liczbe % Wyznacz ten utamek.

Rozwigzanie (I sposéob)
Niech x 1 y oznaczaja odpowiednio licznik i mianownik szukanego utamka nieskracalnego.

Z tresci zadania otrzymujemy uktad rownan

x+32 _ -6 _
== =2 oraz =6 =17

2y=x+32 oraz 17(x-6)=8(y—6),
2y=x+32 oraz 17x—-102=8y—48.

Stad
17x—-54=4x+128,
13x =182,
x=14,

wigc 2y =14+32=46. Zatem y=23 .

Szukany utamek to % . Jest to utamek nieskracalny.

Schemat oceniania I sposobu rozwigzania
ZdAJACY OLTZYIMUJE .cuvereernrecssaressanessssnessssncssssnsssssesssssesssssesssssssssssssssssessssssssssssssssssssssssssssses 1p.

gdy zapisze uktad réwnan z dwiema niewiadomymi, np.:
x+32 _ 24 x=6 _ 8
y y—6 17

1 na tym zakonczy lub dalej popeni btedy.

ZdAJACY OLTZYIMUJE .ccueereevnrecsrercsssanessnnesssssessssnsssssssssssesssssessssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssses 2 p.
gdy wyznaczy szukany ulamek: % .

Uwaga

Jezeli zdajacy obliczy licznik x =14 1 mianownik y =23 szukanego utamka, ale nie zapisze
tego utamka, to otrzymuje 2 punkty.

Rozwigzanie (II sposob)

Dodajac do licznika i do mianownika utamka % liczbe 6, otrzymujemy u{amek%. Jest to

utamek nieskracalny, a gdy do jego licznika dodamy liczbe 32, to otrzymujemy

14432 _ 46 _ 14
555= =73 = 2. Zatem szukany ufamek to 3.

Schemat oceniania II sposobu rozwiazania
Z.dAaJACY OLTZYMUJE ..uueverreersrnnrecssssarresssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssse 1p.

gdy doda do licznika i do mianownika utamka % liczbe 6, zapisze, ze szukanym ulamkiem

14 14432 _ 46 _
L =

jest 53 1 nie zapisze, ze —53= =53 =2, a wigc, ze spelnia on drugi z warunkow podanych

w tre$ci zadania.
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Z.dAJACY OLTZYIMUJE ..cuverreenressrarcsssarosssssssassssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssnsssssnssss 2p.
gdy doda do licznika i do mianownika utamka % liczbe 6, zapisze, ze szukanym ulamkiem

fact 14 14432 _ 46 _
jest 33 oraz sprawdzi, ze “S53==3=12.

Zadanie 28. (0-2)
Wykaz, ze jezeli liczby rzeczywiste a, b, ¢ spetniajg warunek abc =1, to
a'+b"'+c ' =ab+ac+bc.

Rozwiazanie
Zauwazmy, ze
4 .4 4 1 1 1 bc+ac+ab
a +b +¢ =—+—F—=——"-—"".
a b c abc
Wykorzystujemy warunek abc =1 i otrzymujemy zalezno$¢
bct+ac+ab bc+ac+ab

abc - 1

=bc+ac+ab,

co konczy dowod.

Uwaga
Tez¢ mozemy tez uzasadni¢ w inny sposob:

1) Korzystamy z rownos$ci abc =1

1 1+1 /{bc ab/c ab,f

a'+b ' +c' = + %{ ,b/ / =bc+ac+ab.
, L . 1 1 1
2) Z réwnosci abc =1 otrzymujemy: bc =—, ac = 3’ ab =—. Zatem
a c
L S S G R
bc+ac+ab=—+—+—=a +b +c
a b c
Schemat oceniania
Z.dAJACY OLTZYIMUJE ..cuvvrrerreressrarcsssarcsssnssssassssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssnsssssnssss 1p.
gdy
e wykorzysta definicje¢ potegi o wyktadniku —1 i zapisze lewg stron¢ podanej rownosci
. . . bc+ac+ab 4 .. - abc abc abc
wpostaci @ +b +¢ =— luba +b +c = + +
abc a b c
albo

e wykorzysta definicje potegi o wyktadniku —1, pomnozy obie strony podanej rownosci
przez iloczyn abc i zapisze rdOwno$¢ w postaci rtOwnowaznej

l-abc+l-abc+l-abc=ab-abc+ac-abc+bc-abc,

a b c
albo

. : . 1 1 1
e wykorzysta zatozenie abc =1, wyznaczajac stad iloczyny: ab=—, ac= 7’ bc=—
c a

. D L : I 1 1

oraz zapisze prawg stron¢ podanej rownosci w postaci ab +ac+bc=—+ 3 +—

c a

i na tym zakonczy lub dalej popeini btedy.

Strona 5 z 20

wiecej arkuszy na matematyzm.pl



Z.daJACY OLTZYIMUJE ..uvvrersercrssencssnrsssssssssssssssssssssassssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssasssssasssssanss 2p.
gdy poda pelne uzasadnienie.

Uwaga
Jezeli zdajacy sprawdza prawdziwo$¢ wzoru jedynie w wybranych przypadkach, to otrzymuje
0 punktow.

Zadanie 29. (0-2)
Funkcja kwadratowa jest okreslona wzorem f (x)=x2 —11x. Oblicz najmniejsza wartos¢

funkcji f w przedziale (~6, 6).

Rozwiazanie
Wykresem funkcji f jest parabola o wierzchotku w punkcie, ktorego pierwsza wspotrzedna
jestrowna x, =--L =1l Poniewaz argument x, =Ll =51 nalezy do przedziatu (-6, 6),

wiec najmniejsza warto$cig funkcji f w przedziale <—6, 6> jest f (1—21) =—%l =—30%.

Schemat oceniania
Z.daJACY OLTZYIMUJE .ccueereernrecsrnrcsssanesssncssssecssssnessssssssssesssssesssssssssssssssssesssssssssssssssssessssssssssses 1p.
e gdy obliczy pierwsza wspéirzedna wierzchotka paraboli x = 5%, zapisze, ze
X, € <—6, 6> i na tym zakonczy lub dalej popeini btedy
albo

e popelni btad rachunkowy przy obliczaniu pierwszej wspotrzednej wierzchotka tej
paraboli i konsekwentnie do popetnionego btedu obliczy najmniejsza warto$¢ funkcji

S~ w przedziale (-6, 6).

Z.dAaJACY OLTZYMUJE ..uueverrierisrnricssssarresssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssse 2 p.
gdy obliczy i zapisze, ze najmniejsza warto$¢ funkcji f w przedziale <—6, 6> jest rowna
() =0},
Uwagi
1. Jezeli zdajacy zapisze jedynie trzy wartosci funkcji: f(—6)=102, f (1—21) =-305 i f(6)=-30
oraz sformuluje poprawng odpowiedz, to za takie rozwigzanie otrzymuje 2 punkty.
2. Jezeli zdajacy zapisze tylko obliczenie jednej wartosci f (1—21) =—30% oraz sformuluje

poprawna odpowiedz, to za takie rozwigzanie otrzymuje 2 punkty.
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Zadanie 30. (0-2)
W trapezie ABCD o podstawach AB i CD przekatne AC oraz BD przecinaja si¢ w punkcie S.

Wykaz, ze jezeli |AS|= %|AC

, to pole trojkata ABS jest 25 razy wigksze od pola trojkata DCS.

Rozwigzanie (I sposob)
Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku.

a (B
A B

Trojkaty ABS 1 DCS sa podobne, gdyz katy ASB 1 CSD sa rowne, jako katy wierzchotkowe,
natomiast naprzemianlegte katy S4B 1 SCD sa réwne, bo proste AB 1 CD sg rownolegte,
podobnie katy ABS i SDC sa réwne.

Stad, ze [4S]=2|4C
trojkata CDS jest rowna

, wynika rownos¢ |CS | =€|AC | Skala podobienstwa trojkata ABS do

5
CS| - tac]
Stosunek pdl figur podobnych jest rowny kwadratowi skali podobienstwa, wigc
P
ﬂ:kz, zatem PABS :25PCDS .
Feps
To nalezalo wykazac.

Rozwigzanie (II sposob)
Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku.

C
P>

Jéj
A B

Katy ASB 1 CSD to katy wierzchotkowe, wigc sa rowne.
Poniewaz |4S|=2|4C]|, wige |CS|=1|4C]|.

Proste AB i CD sg rownolegte, wigc z twierdzenia Talesa otrzymujemy proporcje

|4s] _[Bs]
ics|  |ps|’
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Stad 1 ze wzoru na ,,pole trojkata z sinusem”, otrzymujemy

2
Piss 2IASI 85| sing _|as|8s| _(|as]) _(3]4c] e
Peps L+|cs||DS|-sing  |CS|[DS] | [cs| Lad] ’

czyli P,pg =25- PCDS , co nalezalo wykazac.

Schemat oceniania I i II sposobu rozwigzania

Z.daJACY OLTZYIMUJE ..uvereervrresssnressnnesssncssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssesssssesssssesssssssssssossssssssnsses 1p.
gdy
e zapisze, ze trojkaty ABS i CDS s3 podobne oraz wyznaczy skale ich podobienstwa:
k=5
albo

e wyznaczy pola trojkatow ABS 1 CDS w zalezno$ci od sinusa tego samego kata
1zapisze proporcje wynikajaca z twierdzenia Talesa: PABS=%-|AS|-|BS|-sin(p,

|4s] _|Bs|

cs| |Ds|

1 na tym zakonczy lub dalej popeini btedy.

Peps _% |CS|-|DS|-sin g,

Z.daJACY OLTZYIMUJE .ccuvereererecssnecssnecsssnecssssesssssesssssecssssesssssesssssessssssssssssssssssssssssssssssssssssssanse 2 p.
gdy wykaze, ze Pypg =25-P .
Uwaga

Jezeli zdajacy przyjmie konkretne dlugosci odcinkéw, np. |AC|:6 1 |AS|:

otrzymuje 0 punktow.

Zadanie 31. (0—4)
Ciag arytmetyczny (a,) okreslony jest wzorem a,=2016—3n, dla n>1. Oblicz sumg

wszystkich dodatnich wyrazéw tego ciggu.

Rozwigzanie
Pierwszy wyraz ciagu (an) jest rtowny a, =2013, a kazdy inny wyraz tego ciggu jest o 3
mniejszy od wyrazu bezposrednio go poprzedzajacego.
Mamy do czynienia z ciggiem arytmetycznym o réznicy r =—3.
Wyznaczmy liczbg wszystkich dodatnich wyrazow ciagu (g, ):
a, >0,
2016-3n>0,

n<%,astqd n<672.

Zatem a,, a,, a, ..., ag, to wszystkie dodatnie wyrazy tego ciggu. Obliczmy ich sume:
+ .
S, =%-671 i 4, =2016-3-671=3,

S =22343.671=676 368 .

Uwaga
Mozemy obliczy¢ sume wszystkich dodatnich wyrazow tego ciagu, korzystajac ze wzoru:
2a;+670r
S671 = -5 671.
22013+670(-3
S, :+()-671:w-671 =1008-671=676368.
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Schemat oceniania
Rozwigzanie, w ktorym postep jest niewielki, ale konieczny na drodze do pelnego

FOZWIAZAMEA ceeeureriessrrecssnnecsssnesssncssssnesssseessssesssssesssssesssssssssssesssssesssssssssssessssssssssssssssssssssssssssses 1p.
Zdajacy
e obliczy pierwszy wyraz ciagu (a,): a, =2013
albo
e zapisze roznicg ciagu arytmetycznego (a,): r=-3,
albo

e zapisze warunek pozwalajacy obliczy¢ liczbe wszystkich dodatnich wyrazéw ciagu
(a,):np. 2016-3n>0
i na tym zakonczy lub dalej popeini bigdy.
Rozwigzanie, w KtOrym jest iStOtny POSEEP ...cccevverecsrercssnrcssnrcssanissssnessasessssssssssssssnsssssnsses 2 p.
Zdajacy
e obliczy pierwszy wyraz i ciagu (a, ) oraz zapisze jego roznicg: a, =2013 i r =-3
albo
e zapisze warunek pozwalajacy obliczy¢ liczbe wszystkich dodatnich wyrazéw ciagu
(a,):np. 2016—3n>0 i zapisze roznicg ciagu arytmetycznego (a,): r=-3,
albo
e zapisze warunek pozwalajacy obliczy¢ liczbe wszystkich dodatnich wyrazéw ciagu
(a,):np. 2016—3n>0 i obliczy pierwszy wyraz ciagu (a,): a, =2013
1 na tym zakonczy lub dalej popetni biegdy.
Pokonanie zasadniczych trudnosci zZadania..........ceecevveiciverinisnninsnncssnicssnncssssncssssscsnsees 3p.
Zdajacy
e obliczy pierwszy wyraz ciagu (a,) i obliczy liczb¢ wszystkich dodatnich wyrazow
ciagu (a,): a,=2013, n=671
albo
e obliczy pierwszy wyraz ciagu (a,): a, =2013 oraz wyznaczy najmniejszy dodatni
wyraz tego ciggu: 3,
albo
e obliczy pierwszy wyraz ciggu (a,): a, =2013 oraz wyznaczy numer wyrazu
rownego 0: n =672
1 na tym zakonczy lub dalej popetni btedy.
Rozwigzanie pelne .........eeicvvveericnivsnniicsssnniccissnnicssssnsnecssssnsncsssssssessssssssssans 4 p.
Zdajacy obliczy sume wszystkich dodatnich wyrazow ciagu (a, ): S, =676 368.

Uwagi
1. Jezeli zdajacy zauwazy, ze wyraz a,, =0 1 obliczy sume¢ S,,, =676368, to moze

otrzyma¢ maksymalng liczb¢ punktéw, o ile nie popeilni bledu w przedstawionym
rozwigzaniu.

2. Jezeli zdajacy obliczy pierwszy wyraz ciagu (a, ), wyznaczy najmniejszy dodatni wyraz
ciagu, ale blednie ustali jego numer i konsekwentnie obliczy sume¢ 223+3.672 =677 376,

to otrzymuje 3 punkty.
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Zadanie 32. (04)
Na rysunku przedstawione sa dwa wierzchotki trojkata prostokatnego ABC: A=(-3,-3)

i C=(2,7) oraz prosta 0 réwnaniu y:%x—%, zawierajaca przeciwprostokatng AB tego

trojkata.

=

o\

Oblicz wspotrzedne wierzchotka B tego trojkata i dtugos¢ odcinka 4B.

Rozwiazanie (I sposéb)

Wspotrzedne punktu B mozemy obliczy¢ na kilka sposobow.

Sposdéb a)

Wspotczynnik kierunkowy prostej AC, a wigc prostej przechodzacej przez punkty
A=(-3,-3) i C=(2,7), jest towny

743 _
AC_2+3_2'

Prosta CB jest prostopadta do prostej AC i przechodzi przez punkt C=(2,7), wigc ma

a

roOwnanie postaci
(x—2)+7,czyli y= —%x+8 .

=

y=-

Wspotrzgdne punktu B obliczymy rozwiazujac uktad rownan y = %x —% 1y= —%x +8. Stad

otrzymujemy
%x—% = —%x+8 ,
3x—-3=-2x+32,
5x=35

x =7 oraz y:—%-7+8:4%.
Zatem B=(7,4%).

Sposdéb b)
Wektory CA i CB sa prostopadie. Wspotrzedne wektora CA sg rowne
CA=[-3-2,-3-7]=[-5,-10].
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Punkt B lezy na prostej AB, wigc jego wspotrzedne mozemy zapisaé w postaci

B= (x 2x ) Zatem wspotrzedne wektora CB sa rowne CB = [x 2, x—%].

Z warunku prostopadtosci wektorow CA i CB otrzymujemy

CA-CB=0,
[-5,-10]e[ x—2,3x-3L | =0,
-5(x-2)-10(3x-31)=0,

(x=2)+2(33-4)=0,
%x—32—5=0,
5x=35,
x=7.

Zatem B:(7,4%).

Sposob ¢)
Punkt B lezy na prostej AB, wigc jego wspotrzedne mozemy zapisa¢ w postaci
B= (x i xX— ) Z twierdzenia Pitagorasa dla trojkata ABC otrzymujemy

(\/(x+3)2 +(

| 4B =|4c| +

x—%+3)2 Jz = \/(2+3)2 +(7+3)’ )2+(\/(x—2)2+(%x—

EN[o8)

N8
|
~J
SN—
[ 9]
~—
|38

Zatem B=(7,3-7-%)=(7.4%).
Dhugos¢ odcinka AB jest rowna

|AB|:\/(7+3) 41+3 \/100+% \/400+225—\/62 =2=1

Nl»—

Schemat oceniania I sposobu rozwiazania

Rozwiazanie, w ktérym postep jest niewielki, ale konieczny na drodze do pelnego
FOZWIAZAMIA ceceuveriesreresssrnessssnesssnossssnosssssosssssosssssossssssssssssssssssssssesssssesssssosssssssssssessnssessnsssssnsses 1p.
Zdajacy

e wyznaczy wspotczynnik kierunkowy prostej AC: a,. =2
albo

o wyznaczy wspotrzedne wektora CA =[-5,-10],
albo

e wyznaczy wspotrzedne wektora CB w zaleznosci od jednej zmiennej,

np: CB= [x 2,3 x—%],

albo

e zastosuje twierdzenie Pitagorasa 1 zapisze |AB|2 :|AC|2+|BC|2 oraz uzalezni

wspotrzedne punktu B od tej samej zmiennej: np.: B = (x,%x —%)

1 na tym zakonczy lub dalej popeini btedy.
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Rozwigzanie, w Ktorym jest iStOtny POSEEP ...ccccvverecsrercssnrcssnnrcssanisssssessasesssssssssssssnsssssnsses 2p.
Zdajacy wyznaczy
e rownanie prostej BC: y = —%x +8
albo
e rownanie z jedng niewiadoma wynikajace z warunku prostopadiosci wektorow
pozwalajace obliczy¢ wspolrzedne punktu B: np. [-5,-10]0 [x -~ 2,%x —%} =0 (lub
ukfad rownafi [-5,~10]o[x—2,y-7]=0 i y=3x-3),
albo
e rdéwnanie z jedng niewiadoma wynikajace z twierdzenia Pitagorasa dla tréjkata ABC:

(\/(x+3)2+(%x—%+3)2 jz =(\/(2+3)2+(7+3)2 )2 +(\/(x—2)2 +(%x_%_7)2 jz

lub uktad rownan z dwiema niewiadomymi

(Ve3) +(r+3) )2 = (J(2+3) +(7+37 |

_3 3
y=9*"71

1 na tym zakonczy lub dalej popelni btedy.

2

+(\/(x—2)2+(y—7)2)2

Pokonanie zasadniczych trudnosci zadania..........eeievvericivnnininnninsnncssnncsssicssnsncssssecsnsees 3p.
Zdajacy obliczy wspotrzedne wierzchotka B: B = (7 , 4—) 1 na tym zakonczy lub dalej popeini
btedy.

RoZWigzanie pelne ........ccueiioueiiiiirininiissenicssnninssnninsnnessnicsssnecssseessssnenes 4 p.

Zdajacy obliczy wspotrzedne wierzchotka B oraz dlugo$¢ odcinka AB: B:(7,4
|4B|=% =121

1L
2 b

Rozwigzanie (II sposob)

Trojkat ABC jest prostokatny, wigc srodek S okrggu opisanego na tym trojkacie jest srodkiem
przeciwprostokatnej AB. Jednoczesnie lezy on na symetralnej boku AC. Wyznaczamy
najpierw rownanie symetralnej boku AC. Jest to prosta prostopadta do prostej AC 1 przechodzi

przez $rodek M odcinka AC. Poniewaz A=(-3,-3) i C=(2,7), wigc punkt M ma

wspotrzedne:
u=(2.57)=(3-2)

a wspolczynnik kierunkowy prostej AC jest réwny a . =%:2, wiec prosta AC ma

réwnanie postaci
y=2(x+3)-3,czyli y=2x+3.

Wspdtczynnik kierunkowy symetralnej MS boku AC jest zatem rdéwny a, :—%,

a symetralna MS ma roéwnanie postaci
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Wspotrzedne srodka S okrggu opisanego trojkacie ABC obliczymy, rozwigzujac uklad rownan

_3,_3;:,-_1,..7
y=gx—giy=—-5x+7.

Stad
3 3__1 7
XTIy
3x—3=-2x+7,
5x=10
— 7_3
x=2 orazy———2 =7

Zatem S = (2,%).

Poniewaz S jest srodkiem boku AB, to
_ [ —3+xp -3+y 3
S —( PR B) (2 Z)

Stad

SB+x, =41 B3+y,=3

Xp=71 y,= 4%.
— 1
Zatem B = (7,47) .
Dhugos¢ odcinka AB jest rowna

|AB|:\/(7+3) +(4d+3) \/100+ 1) = fAns _ [625 35 )

L
5

2 2

Schemat oceniania II sposobu rozwiazania

Rozwigzanie, w ktorym postep jest niewielki, ale konieczny na drodze do pelnego
FOZWIQZATEA covvvererrueicssrnrcssanssssanssssasssssassssssssssssssssssssssssssssasssssasssssassssssssssssssssssssssnsssssnsssssnssssss 1p.
Zdajacy wyznaczy
e wspolczynnik kierunkowy prostej AC: a,. =2
albo
e wyznaczy wspotrzedne srodka M odcinka AC: M = ( ,2) 1 zapisze, ze $rodek
okregu opisanego na trojkacie ABC to punkt przecigcia symetralnej boku AC
1 prostej AB.
1 na tym zakonczy lub dalej popetni btedy.

tym zakonczy lub dalej popelni btedy.
Pokonanie zasadniczych trudnos$ci zZadania.........cceeceevercnnsercsssencssnncssencssnsessnnssssssssssasess 3p.
Zdajacy
e obliczy wspotrzgdne wierzchotka B i nie obliczy dtugosci boku AB: B =(7,41)
albo
e obliczy dlugos$¢ boku 4B i nie obliczy wspotrzednych wierzchotka B:
|4B|=2-|4S|=2-64=121
1 na tym zakonczy lub dalej popetni btedy.
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ROZWIgZanie Pelne .........occoveiiiverinsvnrinssencsssnncssnncssnnicssnnsssssssssssnssssssssssanes 4 p.

Zdajacy obliczy wspotrzedne wierzchotka B oraz dlugo$¢ odcinka AB: B=(7,4% ,
25 _1»1

|4B|=% =121

Uwaga

Jezeli zdajacy blednie zinterpretuje tre$¢ zadania, przyjmujac, ze wierzchotkiem kata prostego
trojkata ABC jest B, to otrzymuje 0 punktow.

Zadanie 33. (0-5)

Trojkat réwnoboczny ABC jest podstawa ostrostupa prawidtowego ABCS, w ktorym $ciana
boczna jest nachylona do ptaszczyzny podstawy pod katem 60°, a krawedz boczna ma
dhugos¢ 7 (zobacz rysunek). Oblicz objetos¢ tego ostrostupa.

S

C
B
Rozwigzanie I sposob
Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku.
S
7
h
H
p— C
_________ A f 600
A [9) D
a
B

Podstawa ostrostupa jest trdjkatem réwnobocznym o boku dlugosci a, ostrostup jest
prawidlowy, wiec spodek O wysokosci SO tego ostrostupa jest srodkiem okregu wpisanego
1 opisanego na podstawie ostrostupa.
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Zatem

\/5 \/—

|AO| —— oraz |OD| a
Sciana boczna jest nachylona do plaszczyzny podstawy pod katem 60°, stad otrzymujemy
H
——=1g60°,
[oD]

H
fes,

H==.

Z twierdzenia Pitagorasa w trojkacie A0S, otrzymujemy
| 40| +|os[ =

(3[} [2] ‘72:

Zatem H =+/21.
Objetosc ostrostupa jest wiec rowna
1, (2J_1) V3

T3 4 12

\/_421\/_\/721\/7

Schemat oceniania I sposobu rozwiazania
Rozwiazanie, w ktérym postep jest niewielki, ale konieczny na drodze do pelnego
FOZWIAZAMIA ceceuverirsrrrecssrnessssnessssessssnosssssosssssossssssssssssssssssssssssssssesssssesssssosssssosssssessnssessssssssnssss 1p.
Zdajacy

e zaznaczy kat nachylenia $ciany bocznej do ptaszczyzny podstawy ostrostupa
albo

e zapisze, ze dlugo$¢ odcinka AO: |AO| = % , gdzie a oznacza dlugos¢ krawedzi

podstawy ostrostupa,

albo

e zapisze, ze dlugos¢ odcinka OD: |OD| = % , gdzie a oznacza dlugo$¢ krawedzi

podstawy ostrostupa
1 na tym zakonczy lub dalej popetni btedy.
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Rozwigzanie, w KtOrym jest iStOtny POSEEP ...ccccvverecsrercssercssnrcssanesssssesssasessssssssssssssssssssnsses 2p.
Zdajacy wyznaczy w zaleznosci od jednej zmiennej, np. a — dtugosci krawedzi podstawy
e zaznaczy kat nachylenia §ciany bocznej do plaszczyzny podstawy ostrostupa oraz
dlugoéé odcinka A0: [40] =483
albo
e zaznaczy kat nachylenia §ciany bocznej do ptaszczyzny podstawy ostrostupa oraz
dtugo$¢ odcinka OD: |OD|= %
1 na tym zakonczy lub dalej popetni btedy.
Pokonanie zasadniczych trudnos$ci zZadania.........cceeeecverenisercnsencsseicssencssnscsssnssssssssssasees 3p.
Zdajacy wyznaczy wysoko$¢ ostrostupa w zaleznosci od jednej zmiennej, np. a — dlugosci

krawedzi podstawy: H =% 1 na tym zakonczy lub dalej popeini btedy.

Rozwigzanie prawie PeINe ......ciiiviviiiininniicnissnnicnnisnnicssssssisssssssssssssssssesssssssssssssssssssssss 4 p.
Zdajacy obliczy wysokos$¢ ostrostupa oraz dtugo$¢ krawedzi podstawy ostrostupa (lub

bezposrednio pole podstawy ostrostupa): H =421, a=2v21 ina tym zakonczy lub dalej
popeini btedy.

ROZWIgzZanie Pelne .........occveeiviveriniverinssencsssnncssencssnnicssnnscsssnsssssssssssssssases 5 p.
Zdajacy obliczy objetos¢ ostrostupa: V' = 217

Uwaga
Zdajacy nie musi zaznacza¢ kata nachylenia §ciany bocznej do ptaszczyzny podstawy, o ile
z rozwigzania wynika, ze poprawnie interpretuje ten kat.

Rozwigzanie I1I sposéb
Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku.

Trojkat DOS jest prostokatny, w ktorym jeden kat ostry ma miar¢ 60°. Wysoko$¢ SD $ciany
bocznej oznaczmy przez 2x . Zatem
H =|SO|=x~/3 oraz |OD|=x.
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Podstawa ostrostupa jest trojkatem rownobocznym o boku dlugosci a, ostrostup jest
prawidlowy, wiec spodek O wysokosci SO tego ostrostupa jest srodkiem okregu wpisanego
1 opisanego na podstawie ostrostupa. Zatem

|A0| =2x oraz a =2x3.
Dla trojkata AOS zapisujemy twierdzenie Pitagorasa i1 obliczamy x:
|40]" +|os|" =
(2x)2 + (x\/g)z =7%,
4x* +3x* =49,
7x* =49,
x=+7.
Zatem H =+/7 -3 =21 oraz a =2xy/3=2421.
Objetos¢ ostrostupa jest wigec rowna

L_Las (2J_)f
3 4 12

1= 421\/_ 21=2147.

Uwaga
Zdajacy moze poda¢ wynik w postaci V' = 55,56.

Schemat oceniania II sposobu rozwiazania
Rozwigzanie, w ktorym postep jest niewielki, ale konieczny na drodze do pelnego
FOZWIAZAMEA ceeeuverierrrrecssrnensssnesssnessssnossssesssssesssssesssssesssssesssssesssssesssssssssssesssssssssssessssssssssssssssses 1p.
Zdajacy

e zaznaczy kat nachylenia $ciany bocznej do ptaszczyzny podstawy ostrostupa
albo

e zapisze zalezno$¢ migdzy dlugoSciami odcinkéow OA 1 OD, np. |OD| = =2x,
gdzie x — pot wysokosci $ciany bocznej,
1 na tym zakonczy lub dalej popeini bledy.
Rozwigzanie, w ktorym jest iStotny POSEEP ....cccecevueeverisuiissunssniessercsnsssnnssseessssssssessssssssesans 2 p.

Zdajacy wyznaczy w zaleznosci od jednej zmiennej, np. x — pot wysokosci §ciany boczne;,
e wysokos$¢ ostrostupa SO: |SO| =H=x3
albo
e zaznaczy kat nachylenia §ciany bocznej do ptaszczyzny podstawy ostrostupa oraz
zapisze zalezno$¢ miedzy dtugosciami odcinkow OA 1 OD, np. |OD| =X =2x

1 na tym zakonczy lub dalej popeini btedy.

Pokonanie zasadniczych trudnos$ci zZadania.........cceeceevercnnsercsssencssnncssencssnsessnnssssssssssasess 3p.
Zdajacy wyznaczy dlugo$¢ a krawedzi podstawy ostrostupa w zaleznosci od x: a= 2x/3
1 na tym zakonczy lub dalej popelni btedy.

Rozwigzanie prawie PeINe ......ciiiviviiiiiinniicnisnnnicnsissnnicssssssssssssssssssssssssesssssssssssssssssssssss 4 p.
Zdajacy obliczy wysoko$¢ ostrostupa oraz dtugo$¢ krawedzi podstawy ostrostupa (lub
bezposrednio pole podstawy ostrostupa): H =421, a=2v21 ina tym zakonczy lub dalej
popeini btedy.

ROZWIgzZanie Pelne ..........coeeicvverinsvnriniseninssnninsnncssnncssssicsssssssssssssssessssnes 5 p.

Zdajacy obliczy objetos¢ ostrostupa: V = 27
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Uwaga
Zdajacy nie musi zaznacza¢ kata nachylenia §ciany bocznej do ptaszczyzny podstawy, o ile
z rozwigzania wynika, ze poprawnie interpretuje ten kat.

Zadanie 34. (0-2)
Ze zbioru siedmiu liczb naturalnych {1, 2,3,4,5,6, 7} losujemy dwie ro6zne liczby. Oblicz

prawdopodobienstwo zdarzenia polegajacego na tym, ze wigkszg z wylosowanych liczb
bedzie liczba 5.

Rozwiazanie (I sposéob)
Niech zdarzeniami elementarnymi beda uporzadkowane pary (g, b) liczb z podanego zbioru,

takie ze a # b . Jest to model klasyczny. Liczba wszystkich zdarzen elementarnych jest rowna
Q=7-6=42.
Niech A4 oznacza zdarzenie polegajace na wylosowaniu dwoch liczb, z ktérych wicksza jest
liczba 5.
Zdarzeniu A sprzyja osiem zdarzen elementarnych
A={(1,5),(2,5).(3,5).(4.5).(5.1).(5,2),(5.3).(5, 4)} .

Prawdopodobienstwo zdarzenia 4 jest rowne

Rozwiazanie (Il sposob)
Niech zdarzeniami elementarnymi beda dwuelementowe podzbiory {a, b} liczb z podanego

zbioru. Jest to model klasyczny. Liczba wszystkich zdarzen elementarnych jest rowna
=(7)=21.

Niech 4 oznacza zdarzenie polegajace na wylosowaniu dwoch liczb, z ktorych wigksza jest
liczba 5.
Zdarzenia A sprzyjaja cztery zdarzenia elementarne

A={{1,5}.{2, 5}.{3, 5}.{4. 5}}.
Prawdopodobienstwo zdarzenia 4 jest rowne:

Uwaga
Zbior wszystkich zdarzen elementarnych oraz zdarzenia elementarne sprzyjajace zdarzeniu
A mozemy tez zapisa¢ w tabeli.

Symbol © uzyty w tabeli oznacza zdarzenie elementarne sprzyjajace zdarzeniu A.
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Wowczas |Q|=72—7:42 i |A|:8.Zatem P(A):i:i.

Schemat oceniania I i II sposobu rozwiazania
Z.dAaJACY OLTZYMUJE ..uuuverrierernnricssssanressssssasssssssssssssssssesssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssse 1p.

gdy
e obliczy liczbe wszystkich zdarzen elementarnych: |Q| =7-6=42 (lub |§2| = ( ;) =21)
albo
e obliczy (zaznaczy poprawnie w tabeli) liczbe zdarzen elementarnych sprzyjajacych
zdarzenia A : |A| =8 (lub |A| =4).
1 na tym zakonczy lub dalej popeini btedy.

Z.daJACY OLTZYIMNUJE ..cueereevvrressrnrcssnresssncssssnossssssssssesssssssssssssssssssssssesssssesssssssssssssssssossssssssnsses 2p.
gdy obliczy prawdopodobienstwo zdarzenia A: P(A4) = % = %
Uwagi

1. Jesli zdajacy rozwigze zadanie do konca i otrzyma P(A)>1 lub P(A)<0, to za cate

rozwigzanie otrzymuje 0 punktéw.

2. Jezeli zdajacy popeini btad przy zliczaniu w tabeli par, spetniajgcych warunki zadania
1 konsekwentnie do popetnionego biedu obliczy prawdopodobienstwo, to otrzymuje
1 punkt.

3. Jezeli zdajacy zapisze tylko P(A4)= 48—2, to otrzymuje 1 punkt.

Rozwigzanie (III sposéb)
Niech A4 oznacza zdarzenie — wigksza z wylosowanych liczb jest rowna 5. Narysujmy drzewo
zawierajace tylko istotne gatezie

Prawdopodobienstwo zajscia zdarzenia jest rowne

11,1 1,1 1,1 1 .
P(A)=7c+76+7 6 T 6+4

Schemat oceniania I1I sposobu rozwigzania

Z.dAJACY OLTZYIMUJE .ccuvereevnrecssarecssanessseessssnessssncssssesssssesssssesssssssssssesssssessssssssssssssssssssssssssssses 1p.
gdy narysuje pelne drzewo oraz przynajmniej na jednej gatezi zapisze poprawne
prawdopodobienstwo i na tym zakonczy lub dalej popetni biedy.

Z.dAJACY OLTZYIMUJE ..cuvvrrernressrarcsssanssssssssasssssssssssassssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssnsssssnssss 2p.
gdy obliczy i zapisze prawdopodobienstwo zdarzenia 4: P(A)= % .
Uwagi

1. Jesli zdajacy rozwigze zadanie do konca i otrzyma P(A4)>1 lub P(A4)<0, to za cale
rozwigzanie otrzymuje 0 punktow.
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2. Jesli zdajacy dodaje prawdopodobienstwa na galeziach drzewa, to za cale rozwigzanie

otrzymuje 1 punkt (pod warunkiem, ze prawdopodobienstwa na galeziach drzewa sa
zapisane prawidtowo).

3. Jezeli zdajacy popelni blad:

e przy przepisywaniu prawdopodobienstw z galezi drzewa
lub

e w zapisaniu prawdopodobienstwa na jednej galezi drzewa,
lub

e nie zaznaczy jednej istotnej gatezi drzewa

1 konsekwentnie do popetnionego btgedu obliczy prawdopodobienstwo, to otrzymuje
1 punkt.
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