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Egzamin maturalny z matematyki

Kryteria oceniania odpowiedzi — poziom podstawowy

Zadanie 1. (0-1)

Poprawna odpowiedz

(1 pkt)
Obszar standardow Opis wymagan Wersja Wersja
arkusza arkusza
A B
Wykorzystanie Interpretacja geometryczna
i interpretowanie uktadu dwoch rownan
reprezentacji liniowych z dwiema A C
niewiadomymi (11.8.d)
Zadanie 2. (0-1)
Wykorzystanie Stosowanie pojecia procentu
I interpretowanie w obliczeniach (11.1.d) B C
reprezentacji
Zadanie 3. (0-1)
Wykorzystanie Postugiwanie si¢ wzorami
I interpretowanie skroconego mnozenia (11.2.a) C A
reprezentacji
Zadanie 4. (0-1)
Wykorzystanie Znajomo$¢ definicji
i interpretowanie logarytmu (11.1.h) D C
reprezentacji
Zadanie 5. (0-1)
Wykorzystanie Rozwigzywanie prostych
I interpretowanie réwnan wymiernych (11.3.e) C B
reprezentacji
Zadanie 6. (0-1)
Wykorzystanie Wykorzystanie interpretacji
i interpretowanie wspotczynnikow we wzorze B D
reprezentacji funkcji liniowej (11.4.9)
Zadanie 7. (0-1)
Wykorzystanie Rozwigzywanie zadan
I interpretowanie prowadzacych do badania D A

reprezentacji

funkcji kwadratowej (11.4.1)
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Kryteria oceniania odpowiedzi — poziom podstawowy

Egzamin maturalny z matematyki

Zadanie 8. (0-1)

Wykorzystanie
I interpretowanie
reprezentacji

Badanie rownolegtosci
prostych na podstawie ich
rownan kierunkowych

(11.8.c)

Zadanie 9. (0-1)

Uzycie 1 tworzenie strategii

Wykorzystanie poj¢cia
warto$ci bezwzglednej
(IV.1.9)

Zadanie 10. (0-1)

Wykorzystanie i tworzenie
informacji

Wyznaczanie miejsca
zerowego funkcji
kwadratowej (1.4.j)

Zadanie 11. (0-1)

Wykorzystanie
i interpretowanie
reprezentacji

Wyznaczanie wyrazow ciagu
okreslonego wzorem
ogdlnym (IL.5.a)

Zadanie 12. (0-1)

Wykorzystanie
I interpretowanie
reprezentacji

Wykorzystuje wlasnosci
figur podobnych w zadaniach
(1.7.b)

Zadanie 13. (0-1)

Wykorzystanie
i interpretowanie
reprezentacji

Badanie, czy dany ciag jest
geometryczny (I1.5.b)

Zadanie 14. (0-1)

Wykorzystanie i tworzenie
informacji

Stosowanie prostych
zwigzkow migdzy funkcjami
trygonometrycznymi kata
ostrego (1.6.c)

Zadanie 15. (0-1)

Wykorzystanie
I interpretowanie
reprezentacji

Postugiwanie si¢ rownaniem
okregu

(x—a)*+(y—b)>=r?(11.8.9)
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Kryteria oceniania odpowiedzi — poziom podstawowy

Egzamin maturalny z matematyki

Zadanie 16. (0-1)

Wykorzystanie
I interpretowanie
reprezentacji

Znajdowanie zwigzkow
miarowych w figurach
ptaskich, w tym

zZ zastosowaniem
trygonometrii (11.7.c)

Zadanie 17. (0-1)

Uzycie i tworzenie strategii

Znajdowanie zwigzkow
miarowych w figurach
ptaskich (IV.7.c)

Zadanie 18. (0-1)

Wykorzystanie
i interpretowanie
reprezentacji

Obliczanie wartosci
liczbowej wyrazenia
wymiernego dla danej
warto$ci zmiennej (11.2.€)

Zadanie 19. (0-1)

Modelowanie matematyczne

Wyznaczanie zwigzkow
miarowych w wielo$cianach

(111.9.b)

Zadanie 20. (0-1)

Modelowanie matematyczne

Wyznaczanie zwigzkoéw
miarowych w brytach
obrotowych (111.9.b)

Zadanie 21. (0-1)

Wykorzystanie
i interpretowanie
reprezentacji

Obliczanie potegi

0 wyktadniku wymiernym
oraz stosowanie praw dziatan
na potegach o wyktadnikach
wymiernych (11.1.9)

Zadanie 22. (0-1)

Wykorzystanie
I interpretowanie
reprezentacji

Obliczanie potegi
0 wyktadniku wymiernym
(1.1.9)
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Egzamin maturalny z matematyki
Kryteria oceniania odpowiedzi — poziom podstawowy

Zadanie 23. (0-1)

Rozumowanie i argumentacja | Wykorzystanie sumy,
iloczynu i roznicy zdarzen do
obliczania

prawdopodobienstw zdarzen
(V.10.c)

Zadanie 24. (0-1)

Uzycie i tworzenie strategii Zliczanie obiektow

w prostych sytuacjach
kombinatorycznych
(1V.10.b)

Zadanie 25. (0-1)

Modelowanie matematyczne | Obliczanie mediany danych
(111.2.€)
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Egzamin maturalny z matematyki
Kryteria oceniania odpowiedzi — poziom podstawowy

Schemat oceniania zadan otwartych

Zadanie 26. (0-2)

Wykresem funkcji kwadratowej f (x)=2x*+bx+c jest parabola, ktorej wierzchotkiem jest
punkt W = (4, O) . Oblicz wartosci wspotczynnikow b i c.

| Uzycie i tworzenie strategii | Wyznaczanie wzoru funkcji kwadratowej (1V.4.i)

Rozwiazanie (I sposob)

b

Ze WZOorow X, = ~oa Yy = _A na wspotrzedne wierzchotka paraboli otrzymujemy:
a a
~ D 4o A 0 wiee b=-16i A=0.
2-2 4.2

Stad (~16)° —4-2-c=0, czyli c=32.

Rozwiazanie (11 sposob)
Wz6r funkcji f doprowadzamy do postaci kanonicznej

2 2 2 2
f (X)ZZ(XZ+ng+c:2(x2+2-%x+b—J+c—b—:2(x+9j +c—b—.

16 8 4 8

2

Wierzchotek wykresu funkcji f ma zatem wspotrzedne [—%,C—%j. Otrzymujemy uktad

rownan
2
—9 =4ic —b— =0.
4 8
2 2
Stad b=-16 i c=b—=£=32.
8 8

Schemat oceniania I i IT sposobu rozwiazania
Z,daJACY OLTZYTIUJE .......ooviviiiiiiiiieiieeet ettt r bbb 1 pkt
gdy :

e obliczy wspotczynnik b: b=-16 i na tym zakonczy lub dalej popetnia btedy
albo
2

e zapisze uktad dwoch réwnan z niewiadomymi b i ¢, np.: —% =4ic Y 0,

1 nie rozwigze go lub rozwigze go z btedem.
Zdajacy OLTZYINUJE .......c.oooiiiiiiiiiieitiee et abe e 2 pkt
gdy obliczy wspotczynniki bic: b=-16, c=32.

Rozwiazanie (111 sposdb)
Poniewaz X, =4 oraz y, =0, wigc parabola ma z osia Ox dokfadnie jeden punkt wspdlny,

zatem wzor funkcji mozna zapisa¢ w postaci kanonicznej f (x)=2(x- 4)2 :

Stad f(x)=2x*-16x+32, zatem b=-16 i c=32.
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Egzamin maturalny z matematyki
Kryteria oceniania odpowiedzi — poziom podstawowy

Schemat oceniania III sposobu rozwiazania
Y20 0 118 A 4 (1111 -SSR 1 pkt

gdy zapisze, ze f(x)= 2(x—4)2 .

Y20 O 118 A 4 (1111 -SSR 2 pkt
gdy obliczy wspotczynniki bic: b=-16, c=32.

Zadanie 27. (0-2)

Rozwigz réwnanie 9x3 +18x% —4x—-8=0.

Wykorzystanie i tworzenie Rozwigzywanie rownan wielomianowych metoda rozktadu
informacji na czynniki (1.3.d)

Rozwiazanie (I spos6b — metoda grupowania)
Przedstawiamy lewa strong¢ rownania w postaci iloczynu, stosujac metod¢ grupowania

wyrazéw 9x” (x+2)—4(x+2)=0 lub x(9x* —4)+2(9x* -4) =0, stad

(x+2)(9x2—4):0.

Zatem x=-2 lub x=—g lub x:g.

Schemat oceniania I sposobu rozwiazania
ZdaJACY OLTZYINUFE .....oovveiieiiiiiiieiietieie ettt sttt bbb et s e et e be st sbesbesbeeneeneeneas 1 pkt

gdy zapisze lewg strong rownania w postaci iloczynu, np.: (X + 2)(9X2 —4) , i natym

poprzestanie lub dalej popeini biad.
Z,daJACy OTZYTNUJE ......cooiviiiiiiiiiiiiieii ettt nr e b 2 pkt

: . : . : 2
gdy wyznaczy bezblednie wszystkie rozwigzania rownania: X =—2 lub x= -3 lub x=—=.

Rozwiazanie (II sposob — metoda dzielenia)
Stwierdzamy, ze liczba —2 jest pierwiastkiem wielomianu 9x3 +18x% —4x 8. Dzielimy
ten wielomian przez dwumian (x+ 2) i otrzymujemy iloraz (9x2 —4). Obliczamy

pierwiastki trojmianu (9x2—4): x1=—§ oraz X, =§. Zatem x=-2 lub x:—é lub XZ%'
albo

Stwierdzamy, ze liczba —% jest pierwiastkiem wielomianu 9x3 +18x% —4x 8. Dzielimy

ten wielomian przez dwumian (x+§j i otrzymujemy iloraz (9x2 +12x—-12) . Obliczamy

wyroznik trojmianu (9x? +12x-12): A=12?—4.9.(~12)=576. Stad pierwiastkami
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Egzamin maturalny z matematyki
Kryteria oceniania odpowiedzi — poziom podstawowy

tréjmianu sa liczby xlzﬂz—z oraz X, _ 12428 2 satem x=—2 lub x=—2
18 3 3
lub x:g.
3
albo

Stwierdzamy, ze liczba % jest pierwiastkiem wielomianu 9x3 +18x% —4x 8. Dzielimy

ten wielomian przez dwumian (x—gj I otrzymujemy iloraz (9x2 +24x+12). Obliczamy

wyr6znik trojmianu: A = 24% —4.9.12=144 . Stad pierwiastkami trojmianu sg liczby

X = 24712 5 oraz Xy = 24412 _ 2 zatem x=—2 lub x=—2 lub x=2.
18 18 3 3 3
Schemat oceniania Il sposobu rozwiazania
ZdAJACY OLTZYINUFE ....oovveiieiiiiitieieetieie ettt sttt ettt et bbb s e e e e e besbesbesbesbeeneeneeneas 1 pkt

gdy:
o podzieli wielomian 9x°+18x* —4x—8 przez dwumian (x+2), otrzyma iloraz

(9X2 —4) ina tym poprzestanie lub dalej popeini btad
albo

e podzieli wielomian 9x° +18x? —4x—8 przez dwumian (x—%j, otrzyma iloraz
(9X2 + 24x+12) ina tym poprzestanie lub dalej popelni btad
albo
e podzieli wielomian 9x3 +18x% —4x—8 przez dwumian (x+§j, otrzyma iloraz

(9X2 +12x—12) ina tym poprzestanie lub dalej popeini btad
albo
e podzieli wielomian 8x3 +12x% —2x—3 przez tr6jmian kwadratowy, np. (9x2 —-4),
1 na tym poprzestanie lub dalej popelni btad.
Zdajacy O TZYINUJE .........cccooiiiiiiiiiitieti ettt ettt nb e eenn e aneenne e 2 pkt

gdy wyznaczy bezblednie wszystkie rozwigzania rownania: —2, —%, % .

Uwaga

Jezeli w zapisie rozwigzania Wystgpuje jedna usterka, to za takie rozwigzanie zdajacy moze
otrzymac co najwyzej 1 punkt.
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Egzamin maturalny z matematyki
Kryteria oceniania odpowiedzi — poziom podstawowy

Zadanie 28. (0-2)
Udowodnij, ze kazda liczba catkowita k, ktora przy dzieleniu przez 7 daje reszte 2, ma t¢
wlasno$¢, ze reszta z dzielenia liczby 3k? przez 7 jest réwna 5.

Rozumowanie i argumentacja | Przeprowadzenie dowodu algebraicznego z zastosowaniem
wzoréw skroconego mnozenia (V.2.a)

I sposob rozwiazania
Poniewaz liczba catkowita K przy dzieleniu przez 7 daje reszte 2, wigc K =7m+2,
gdzie m jest liczba catkowitg. Wtedy

3k* =3(7m+2)° =3(49m* +28m+4) =3-49m* +3.28m+12 =7(3-7m’ +3-4m+1) +5.
Dwa pierwsze sktadniki tej sumy sg podzielne przez 7, natomiast 12=7+5. To oznacza, ze
reszta z dzielenia liczby 3k® przez 7 jest réowna 5. To konczy dowod.

Schemat oceniania
ZdAJACY OLTZYINUFE ....oovveiiiiiiiiiieiieiieie ettt sttt sttt e e s e e e e benbesbesbesbeeneeneeneas 1 pkt

gdy zapisze wyrazenie W postaci: 3(7m + 2)2 1 na tym poprzestanie lub dalej popeinia btedy,
ktore nie przekreslaja poprawnos$ci rozumowania.

ZdaJACY OLTZYINUJE .....ooveiiiiiiiiiieiietieie ettt sttt sttt bbb s e et e besbesbenbesbeeneeneeneas 2 pkt
gdy uzasadni teze, np. zapisze wyrazenie W postaci 7(3- 7m? +3-4m +1)+ 5.

II sposéb rozwiazania
Poniewaz liczba catkowita K przy dzieleniu przez 7 daje reszte 2, wiec k = 2(mod 7) .

Stad wynika, ze k” =4(mod7). Ponadto 3=3(mod7), wigc z wlasnosci kongruencji
3k? =3-4(mod7)=12(mod7)=5. To konczy dowdd.

Schemat oceniania

Zdajacy O TZYIUJE .........cccoeiiiiiiiiiitieii ettt ettt ettt ab e e b aneenne e 1 pkt
gdy zapisze ze k* =4(mod7).

Uwaga

Zdajacy nie musi uzywac formalnego zapisu relacji kongruencji. Wystarczy wniosek: jesli
liczba k przy dzieleniu przez 7 daje reszte 2, to jej kwadrat przy dzieleniu przez 7 daje

reszte 4.

Zdajacy O TZYIUJE .........cccoeiiiiiiiiiiiiete ettt ettt et b e e e b aneenne e 2 pkt
gdy zapisze 3k* =3-4(mod7)=12(mod7)=5.
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Egzamin maturalny z matematyki
Kryteria oceniania odpowiedzi — poziom podstawowy

Zadanie 29. (0-2)

Na rysunku przedstawiono fragment wykresu funkcji f, ktory powstat w wyniku przesunigcia
wykresu funkcji okreslonej wzorem Yy =— dla kazdej liczby rzeczywistej x#0.
X

-~

A
L

w

N

[EEN

N

w

\
\

a) Odczytaj z wykresu i zapisz zbidr tych wszystkich argumentow, dla ktorych wartosci
funkcji f sa wigksze od 0.

b) Podaj miejsce zerowe funkcji g okreslonej wzorem g(x) = f (x—3).

B

Wykorzystanie Odczytywanie z wykresu funkcji jej wtasnosci; szkicowanie
I interpretowanie na podstawie wykresu funkcji y = f(x) wykreséw funkcji
reprezentac)l y="f(x+a), y="f(x-a), y=f(x)+a, y=f(x)-a (IV.4.b,d)

Rozwiazanie

a) Zapisujemy zbior wszystkich argumentow, dla ktorych f(x)>0:(2,3).

b) Z rysunku wynika, ze miejscem zerowym funkcji f jest liczba 3. Zatem miejscem
zerowym funkcji g jest liczba 3+3=6, poniewaz wykres funkcji g otrzymujemy przesuwajac
wykres funkcji f 0 3 jednostki w prawo.

Schemat oceniania
ZdajacCy O TZYINUJE .......c.ooiueiiiiiiiiieite ettt sb et b e nb e nne e 1 pkt

gdy:

e zapisze zbior wszystkich argumentow, dla ktorych f(x)>0:(2,3) lub 2<x<3 ina
tym poprzestanie lub blednie zapisze miejsce zerowe funkcji g

albo
e poprawnie zapisze miejsce zerowe funkcji g: x=6 i na tym poprzestanie lub blednie
zapisze zbior argumentow, dla ktorych f(x)>0.
Zdajacy OLTZYINUJE .........oooiiiiiiiiiiiitiet et e e nne e 2 pkt

gdy zapisze zbior wszystkich argumentow, dla ktorych f(x)>0: (2,3) i zapisze miejsce
zerowe funkcjig: x=6.
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Egzamin maturalny z matematyki
Kryteria oceniania odpowiedzi — poziom podstawowy

Kryteria oceniania uwzgledniajace specyficzne trudnosci w uczeniu sie matematyki

W rozwigzaniu podpunktu a) akceptujemy zapisy: (3, 2), x (3, 2).

Zadanie 30. (0-2)

Ze zbioru liczb {1, 2,3,4,5,6,7, 8} losujemy dwa razy po jednej liczbie ze zwracaniem.

Oblicz prawdopodobienstwo zdarzenia A, polegajacego na wylosowaniu liczb, z ktorych
pierwsza jest wieksza od drugiej o 4 lub 6.

Modelowanie matematyczne | Zliczanie obiektow w prostych sytuacjach
kombinatorycznych; stosowanie twierdzenia znanego jako
klasyczna definicja prawdopodobienstwa do obliczania
prawdopodobienstw zdarzen (I111.10.b,d)

Rozwiazanie I sposob ,, metoda klasyczna”
Zdarzeniami elementarnymi sa wszystkie pary (a, b) liczb z podanego zbioru. Jest to model

klasyczny. Obliczamy liczbe wszystkich zdarzen elementarnych: |Q| =8-8=64. Wypisujemy

zdarzenia elementarne sprzyjajace zajsciu zdarzenia A, polegajacego na wylosowaniu dwoch
liczb, z ktorych pierwsza jest wigksza od drugiej o 4 lub 6 i zliczamy je:

A={(5.1), (6.2), (7.1), (7.3), (8.2). (8, 4}
Zatem |A|=6.

Zapisujemy prawdopodobienstwo zaj$cia zdarzenia A: P(A) = 6_64 = % :

Rozwiazanie II sposob ,,metoda tabeli”
Zdarzeniami elementarnymi sa wszystkie pary (a,b) liczb z podanego zbioru. Jest to model

klasyczny. Budujemy tabelg ilustrujaca sytuacje opisang w zadaniu.

>l112|3|4|5|6|7]|8

=

o|lN|jlojlo|d|w|N|E
X
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Egzamin maturalny z matematyki
Kryteria oceniania odpowiedzi — poziom podstawowy

Obliczamy liczbe wszystkich zdarzen elementarnych: |Q| =8-8=064. Zliczamy, oznaczone

krzyzykami, zdarzenia elementarne sprzyjajace zajSciu zdarzenia A, polegajacego na
wylosowaniu dwoch liczb, z ktorych pierwsza jest wieksza od drugiej o 4 lub 6: |A| =

Obliczamy prawdopodobienstwo zajscia zdarzenia A: P(A) = 664 = 332
Schemat oceniania I i II sposobu rozwiazania
Z.daJacCy OLIZYINUJE ......ccoocoveiieeieiieieeiteeieseeste et e steesteeae s e e teeaessaesteeseesteesseaseesseeseeeneeanes 1 pkt
gdy
e obliczy liczbe wszystkich zdarzen elementarnych: |Q| =8-8=64
albo

e obliczy liczbe wszystkich zdarzen elementarnych sprzyjajacych zdarzeniu A,
polegajacemu na wylosowaniu dwoch liczb, z ktorych pierwsza jest wigksza od

drugiej 0 4 lub 6: |A| =6 ina tym zakonczy lub dalej popelni biedy.

Zdajacy OLTZYIUJE .........ccoiiiiiiiiiiiiieiieie e ettt ettt b e rennes 2 pkt
gdy zapisze, ze prawdopodobienstwo zajscia zdarzenia A jest rowne P(A) = 3—32 .

111 sposéb rozwiazania ,,metoda drzewka”
Rysujemy drzewo, z uwzglednieniem wszystkich gatezi, ktéore prowadza do sytuacji
sprzyjajacej zdarzeniu A.

1
8
5

AR

nie 1 nie 2 3Iub1nleglnlel nie 2 i nie 4

21lub4
Obliczamy prawdopodobienstwo zajscia zdarzenia A:

oy tl, 11,1212 6 3
88 88 88 88 64 32

Schemat oceniania 11 sposobu rozwiazania

Zdajacy O TZYIUJE ..........ccooiiiiiiiiiiiieii ettt ettt ettt ettt nnes 1 pkt

gdy narysuje drzewko uwzgledniajace wszystkie gatezie, prowadzace do sytuacji

sprzyjajacych zdarzeniu A 1 przynajmniej przy jednej galezi zapisze poprawne

prawdopodobienstwo.

Z.daJaCY OLFZYIMUJE ..ottt sttt ettt et et ee e be e e e st e e sbe e st e sneenbeeneennes 2 pkt

gdy zapisze, ze prawdopodobienstwo zaj$cia zdarzenia A jest rowne P(A) = 6_64 = 3—32 .
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Egzamin maturalny z matematyki
Kryteria oceniania odpowiedzi — poziom podstawowy

1. Akceptujemy przyblizenia dziesi¢tne otrzymanego wyniku, o ile sa wykonane
poprawnie oraz wynik zapisany w postaci 9,375%.

2. Jezeli otrzymany wynik koncowy jest liczba wigksza od 1, to zdajacy otrzymuje
0 punktéw za cate rozwigzanie.

3. Jezeli zdajacy stosuje rozne modele probabilistyczne do obliczenia |Q|i |A|, to

otrzymuje 0 punktéw.
4. Akceptujemy sytuacje, gdy zdajacy zapisuje liczby z losowania w odwrotnej

kolejnosci konsekwentnie w catym swoim rozwigzaniu. Wtedy za cale rozwigzanie
moze otrzymac 2 punkty.

5. Jezeli zdajacy zapisze tylko odpowiedz P(A)=6—64, to otrzymuje 2 punkty, jesli

natomiast zapisze tylko odpowiedz P(A) = 3% , to otrzymuje 1 punkt.

wiecej arkuszy na matematyzm.pl



14
Egzamin maturalny z matematyki
Kryteria oceniania odpowiedzi — poziom podstawowy

Zadanie 31. (0-2)

Srodek S okregu opisanego na trojkacie rownoramiennym ABC, o ramionach AC i BC, lezy
wewnatrz tego trojkata (zobacz rysunek).

C

Wykaz, ze miara kata wypuklego ASB jest cztery razy wigksza od miary
kata wypuktego SBC.

Rozumowanie i argumentacja | Przeprowadzenie dowodu geometrycznego,

z wykorzystaniem zwigzkow miarowych w figurach ptaskich
(V.7.0)

Rozwiazanie
Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku i poprowadzmy promien SC okregu.

C

Z zatozenia wynika, ze kat wpisany ACB oraz kat $rodkowy ASB leza po tej samej stronie

cigciwy AB.
Z twierdzenia o kacie $rodkowym i wpisanym opartych na tym samym tuku wynika, ze

ACB :la. Trojkat ABC jest rOwnoramienny (ramionami sg AC i BC), wigc prosta CS
2

zawiera dwusieczna kata ACB, zatem | SCB| =%| ACB|=%(%0¢)=%0¢. Odcinki SC i SB

to promienie okregu, wiec trojkat BCS jest rownoramienny. Stad wynika, zZe

p :| SBC| =| SCB| = %a , €O konczy dowdd.
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Schemat oceniania
Zdajacy O TZYINUJE .......c.oooueiiiiiiiiiiii ettt r e e e nn e beenne e 1 pkt
gdy
o wykorzysta twierdzenie o kacie srodkowym i1 wpisanym oraz wykorzysta réwno$¢
katow SBC i SCB lub réwnos¢ katow SCA i SAC i nie uzasadni tezy

albo
e wykorzysta twierdzenie o kacie srodkowym 1 wpisanym oraz uzasadni réwno$¢ katow
SBC i SAC, korzystajac z rownoramiennosci trojkatow ABC i ABS, i nie uzasadni tezy.
Y20 0 118 A 4 (1111 -SSP 2 pkt
gdy uzasadni, ze kat ASB jest cztery razy wigkszy od kata SBC.

Uwaga

Jezeli zdajacy w przedstawionym rozumowaniu rozwazy wylacznie szczegolny przypadek,
np. trojkat rownoboczny, to otrzymuje 0 punktéw.

Zadanie 32. (0-4)

Pole powierzchni catkowitej prostopadto$cianu jest rowne 198. Stosunki dlugosci krawedzi
prostopadtoscianu wychodzacych z tego samego wierzcholka prostopadtoscianu to 1: 2 : 3.

Oblicz dhlugo$¢ przekatnej tego prostopadtoscianu.

Uzycie i tworzenie strategii Wyznaczanie zwigzkow miarowych w wieloscianach

(IV.9.b)

Rozwiazanie
Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku.

A X B
Pole P, powierzchni catkowitej prostopadios$cianu jest rowne P, =2xy +2Xz +2yz . Mozemy
przyjac, ze x:y:z=1:2:3. Wtedy y=2x oraz z=3x. Zatem
P (X)=2-X-2X+2-X-3X+2-2X-3x = 4x + 6x* +12x* = 22%°.
Poniewaz P, =198, wigc otrzymujemy roéwnanie
22x* =198.
Stad x* =9, wigc X =3.
Z twierdzenia Pitagorasa zastosowanego dla trojkatow ABD i BDH otrzymujemy
p>=x*+y® oraz d° = p* +z°.
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Stad
d? =x*+y* +7%.

d =Xt +y?+7° :\/x2 +(2x)° +(3x)" =+14x% = x\14 =314 .

Schemat oceniania
Rozwiazanie, w ktorym postep jest niewielki, ale konieczny na drodze do pelnego
(AL V2. 1) SRS 1 pkt
Zdajacy

e zapisze dtugosci krawedzi prostopadtoscianu wychodzacych z jednego wierzchotka

w zalezno$ci od jednej zmiennej, np.: X, 2x, 3X

albo

e zapisze dtugos¢ przekatnej prostopadloscianu w zaleznosci od dtugosci jego krawedzi:

Zatem

d=xX*+y*+2°.
Rozwigzanie, w ktorym jest iStotny POStEP ...........ccoooiiiiiiiiiiiii e 2 pkt
Zdajacy
e zapisze pole powierzchni catkowitej prostopadioscianu jako funkcje jednej zmienne;,
np.: P, (X)=2-X-2Xx+2-X-3x+2-2x-3X
albo
e zapisze dlugo$¢ przekatnej prostopadtoscianu jako funkcje jednej zmiennej, np.:

d = X2 +(2x)° +(3x)’ .

Pokonanie zasadniczych trudnosci zadania...................cccoooiii 3 pkt
Zdajacy obliczy dtugosc¢ jednej z krawedzi prostopadtoscianu, np.: x =3.

RoOZWIgzanie Pelne ...............cccoooiiiiiiii 4 pkt
Zdajacy obliczy dtugos¢ przekatnej prostopadtoscianu: d = 314

Uwagi

1. Jezeli zdajacy odgadnie dlugos$¢ jednej z krawedzi prostopadioscianu i1 obliczy dlugosé
przekatnej tego prostopadtoscianu, to otrzymuje maksymalnie 2 punkty.

2. Jezeli zdajacy biednie uzalezni dtugosci krawedzi 0d jednej zmiennej, przyjmujac: X, %X,

1 . . . . . .
§X' i konsekwentnie oblicza dlugos¢ przekatnej tego prostopadio$cianu, to otrzymuje

maksymalnie 3 punkty. Inne, niepoprawne interpretacje stosunkow dtugosci krawedzi,
stanowig podstawe do przyznania za rozwigzanie O punktow.
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Zadanie 33. (0-5)

Turysta zwiedzat zamek stojacy na wzgorzu. Droga taczaca parking z zamkiem ma diugosc¢
2,1 km. Laczny czas wedrowki turysty z parkingu do zamku i z powrotem, nie liczac czasu
poswieconego na zwiedzanie, byl rowny 1 godzing i 4 minuty. Oblicz, z jaka $rednig
predkoscig turysta wchodzit na wzgorze, jezeli predkos¢ ta byla o 1 km/h mniejsza od
sredniej predkosci, z jakg schodzit ze wzgorza.

Modelowanie matematyczne | Rozwigzywanie zadan umieszczonych w kontek$cie praktycznym
prowadzacych do rownaf kwadratowych (111.3.b)

Rozwiazanie (I sposéb)
Niech v oznacza $rednig predkos$¢, wyrazong w km/h, z jaka turysta schodzit ze wzgorza,
a t czas wyrazony w godzinach, w jakim zszedl ze wzgorza. Wowczas zalezno$¢ miedzy ta
predkoscia, czasem i przebyta droga mozemy zapisa¢ w postaci

v-t=21.

Srednia predko$¢, z jaka turysta wchodzit na wzgorze, jest zatem rowna v —1, natomiast czas,

.y . 4 1 . . . .
w jakim wszedt, jest rowny 15 —t=1—-t. Mozemy wigc zapisa¢ drugie rGwnanie

15
(v_1).(§_tj:z,1.
15
Stad otrzymujemy
16, y4 16,24
15 15 10

. 21 .
Po podstawieniu v-t "0 otrzymujemy

16, 21 16 21

v gp=E
15 10 15 10
(=12_16
15 15

. 79 16 . . 21 . . .
Podstawiajac t=——-=—=v w réwnaniu V-t :E’ otrzymujemy rownanie kwadratowe

15 15
79 16 21
V| ———V|=—,
15 15 10
B, 1,2 4 :
15 15 10
32v* —158v+63=0,
A =(-158)" —4-32-63=16900, /A =+/16900 =130
v - 158-130 _ 28 _ 7 v _158+130 _ 288 _9
Y232 232 160 ° 232 232 2
Pierwsze z rozwigzah rdwnania nie spetnia warunkow zadania, gdyz wtedy predkose, z jaka
turysta wchodzitby na wzgobrze, bytaby ujemna, a to niemozliwe. Drugie rozwigzanie spetnia
warunki zadania, gdyz wtedy v—1=4,5-1=3,5.
Odpowiedz: Srednia predkos¢, z jaka turysta wehodzit na wzgorze jest rowna 3,5 km/h.

Z niewiadoma v
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Rozwiazanie (11 sposéb)
Niech v oznacza érednia predkos¢, wyrazong w km/h, z jaka turysta schodzit ze wzgorza.

, _ . . . . , 2,1 .
Woéwezas czas, w jakim zszedl ze wzgdrza, wyrazony w godzinach jest rtowny — . Poniewaz
\'

faczny czas wejscia i zejscia byt rowny 1 godzing i 4 minuty, czyli 161;) = 1% :% godziny,

wigc czas, w jakim wchodzit, byt rowny %— 21 godziny. Stad z kolei wynika, Ze $rednia
\"

2,1
E_Z,l
15 v

km/h. Otrzymujemy w ten sposdb rownanie

predkos¢, z jaka wchodzit, byta rowna

Z niewiadomg Vv
21
16 21
15 v
21 30v
10 32v-63
63v.
32v-63
63v = (v—l)(32v—63) ,
63v =32v> —95v +63,
32v* ~158v+63=0,
A=(-158)" —4-32.63=16900, VA =+/16900 =130
v - 158-130 _ 28 :l v :158+130 _ 288 :g
232 232 16°° 232 232 2
Pierwsze z rozwigzan réwnania nie speinia warunkow zadania, gdyz wtedy predkos¢, z jaka
turysta wchodzitby na wzgorze, bytaby ujemna. Drugie rozwigzanie spetnia warunki zadania,
gdyz wtedy v—-1=4,5-1=3,5.
Odpowiedz: Srednia predkosé, z jaka turysta wchodzit na wzgorze jest rowna 3,5 km/h.

v-1,

Schemat oceniania | i Il sposobu rozwigzania

Rozwigzanie, w ktorym postep jest niewielki, ale konieczny na drodze do pelnego
TOZWIQZATIIA ...t bbb r et 1 pkt
Zdajacy

e oznaczy predkos¢ $rednia, wyrazong w km/h, z jaka turysta schodzit ze wzgorza oraz
czas wyrazony w godzinach, w jakim schodzit ze wzgorza, 1 zapisze zalezno$¢ migdzy
srednig predkoscig 1 czasem, w jakim turysta wchodzit na wzgorze, np.:

v — $rednia predkos¢ (w km/h), z jaka turysta schodzit ze wzgorza
t — czas (w h), w jakim turysta schodzit ze wzgorza

(v—l)-(%—t):zl

albo
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e oznaczy predkos¢ srednig, wyrazong w km/h, z jaka turysta wchodzil na wzgorze oraz
czas wyrazony w godzinach, w jakim wchodzit na wzgorze, 1 zapisze zalezno$¢ migdzy
srednig predkoscia i czasem, w jakim turysta schodzit ze wzgdrza, np.:
v — érednia predkos¢ (w km/h), z jakg turysta wchodzit na wzgorze
t — czas (w h), w jakim turysta wchodzit na wzgorze

(v+1)-(g—tj:2,l

Uwaga
Zdajacy nie otrzymuje punktu, jesli zapisze jedynie v-t=2,1.

Rozwiazanie, w ktorym jest istotny postep
Zdajacy

e zapisze ukltad réwnan z dwiema niewiadomymi V, t — odpowiednio predkosc i czas
schodzenia turysty ze wzgdrza, np.;

(v-l)-[g-tj:z,l

v-t=21
albo

e zapisze uktad réwnan z dwiema niewiadomymi V, t — odpowiednio predkosc¢ i czas
wchodzenia turysty na wzgorze, np.;

(v+1)~(%—tj =2,1

v-t=21
albo

e oznaczy predkos¢ srednig (w km/h), z jaka turysta schodzit ze wzgdrza, 1 uzalezni od
tej wielkosci predkosc¢ srednig (w km/h), z jaka turysta wchodzit na wzgorze, oraz czas,
w jakim turysta wchodzit na wzgorze, np.:
v — $rednia predkos$¢ (w km/h), z jaka turysta schodzit ze wzgorza
v —1 to $rednia predkos¢ (w km/h), z jaka turysta wchodzit na wzgorze

1

= to czas (w h), w jakim turysta wchodzit na wzgorze

albo

e oznaczy predkos¢ srednig (w km/h), z jaka turysta schodzit ze wzgorza, 1 uzalezni od tej
wielkosci czas (w h), w jakim turysta schodzit ze wzgorza, oraz czas, w jakim turysta
wchodzit na wzgorze, np.:

v — $rednia predkos¢ (w km/h), z jaka turysta schodzit ze wzgorza
21 to czas (w h), w jakim turysta schodzit ze wzgorza
v

16

T —= to czas (w h), w jakim turysta wchodzit na wzgorze
\'

albo
e oznaczy predkos¢ srednig (w km/h), z jaka turysta schodzit ze wzgorza, i uzalezni od tej

wielkosci predkos¢ srednig (w km/h), z jaka turysta wchodzil na wzgorze, oraz czas,
w jakim turysta schodzit ze wzgorza, np.:

v — $rednia predkos$¢ (w km/h), z jaka turysta schodzit ze wzgorza
v —1 to $rednia predkos¢ (w km/h), z jaka turysta wchodzit na wzgorze
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2,1 o ) ,
—— to czas (w h), w jakim turysta schodzit ze wzgorza.
\'

Uwaga
Jesli zdajacy wprowadza tylko jedng niewiadomg na oznaczenie jednej z czterech wielkos$ci:

czas wchodzenia, czas schodzenia, predko$¢ wchodzenia, predkos¢ schodzenia, to 2 punkty
otrzymuje wtedy, gdy uzalezni od wprowadzonej zmiennej dwie z pozostalych trzech
wielkosci.

Pokonanie zasadniczych trudnosci zadania ..................cccoooiii 3 pkt

Zdajacy
e zapisze rOwnanie z jedng niewiadomg, gdy Vv, t — odpowiednio predkosc i czas
schodzenia turysty ze wzgdrza, np.;
v (E _1 vj =21
15 15
albo
e zapisze rownanie z jedng niewiadoma, gdy Vv, t — odpowiednio predkosc¢ i czas
wchodzenia turysty na wzgorze, np.;
Vv (E V- ﬂj =21
15 15
albo
e oznaczy predkos¢ srednig (w km/h), z jaka turysta schodzil ze wzgorza, 1 uzalezni od tej
wielkos$ci predkos¢ srednig (w km/h), z jaka turysta wchodzil na wzgorze, oraz czas,
w jakim turysta wchodzit na wzgodrze i zapisze rownanie z jedng niewiadoma, np.:

21 2116
v-1 v 15
Uwaga

Zdajacy nie musi zapisywac uktadu rownan, moze bezposrednio zapisa¢ rGwnanie z jedng
niewiadoma.

Rozwiazanie zadania do konca lecz z usterkami, ktore jednak nie przekreslaja
poprawnosci rozwigzania (np. bledy rachunkowe) ..., 4 pkt
Zdajacy
e rozwigze rOwnanie z niewiadomg inng niz srednia predkos¢ schodzenia bezblednie
I nie obliczy $redniej predkosci schodzenia

albo
e rozwigze rownanie z niewiadoma V (Srednia predkos¢ schodzenia) z btgdem
rachunkowym.
Rozwiazanie Pelne ... 5 pkt

Zdajacy obliczy $rednig predkos¢ wchodzenia turysty na wzgorze: 3,5 km/h
Uwagi

1. Zdajacy moze poming¢ jednostki, o ile ustalit je w toku rozwigzania i stosuje je
konsekwentnie.
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2. Jezeli zdajacy oznaczy przez V predkosé, z jaka turysta wchodzil na wzgorze 1 zapisze,
ze V — 1 oznacza predkos¢, z jakg turysta schodzit ze wzgdrza i konsekwentnie do
przyjetych oznaczen rozwiagze zadanie, to moze otrzymac co najwyzej 3 punkty.

Kryteria oceniania uwzgledniajace specyficzne trudnos$ci w uczeniu sie matematyki

Przyklad 1.
Jesli zdajacy przedstawi nastgpujace rozwigzanie:

v - predkos$é, z jaka turysta schodzil ze wzgorza, t - czas, w ktérym turysta schodzit ze
wzgorza i zapisze:
2,1
v-1l=—"—
104
15
v-t=21
1
(v—l)—6—t =21
15
1 na tym zakonczy, to takie rozwigzanie kwalifikujemy do kategorii Rozwigzanie, w ktorym
jest istotny postep i przyznajemy 2 punkty, mimo ze w drugim réwnaniu uktadu zdajacy nie

L
15

. . . 16 . . . .
ujal wyrazenia E_t W nawias. Zapis roéwnania V-—1= wskazuje na poprawna

interpretacje zalezno$ci migdzy wielkosciami.
Przyklad 2.
Jesli zdajacy przedstawi nastgpujace rozwigzanie:

v - predkos$¢, z jaka turysta schodzit ze wzgorza, t - czas, w ktorym turysta schodzil ze
wzgorza i zapisze:

2,1
=T
2,1 2,1 2,1 2,1 21
Vel=_—217 G e P
16 V_1:A t 15 t —t
——t 16 ——t
15 — —t 16
15

i na tym zakonczy, to takie rozwigzanie kwalifikujemy do kategorii Pokonanie zasadniczych

trudnosci zadania i przyznajemy 3 punkty, mimo ze w réwnaniu 2T’l—lz 15’1
—t

16

zdajacy

przestawit liczby w liczniku 1 mianowniku utamka % lub nawet pominal ten utamek.

Przyklad 3.
Jesli zdajacy otrzyma inne rownanie kwadratowe, np. —32v°+158v+63=0 zamiast

rownania 32v® —-158v+63=0 (np. w wyniku zlego przepisania znaku), konsekwentnie

jednak rozwiagze otrzymane rownanie kwadratowe, odrzuci rozwigzanie niespelniajace
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warunkow zadania 1 pozostawi wynik, ktéry moze by¢ realng predkoscig poruszania si¢
turysty, to takie rozwigzanie kwalifikujemy do kategorii Rozwigzanie pelne i przyznajemy

5 punktow.

Zadanie 34. (0-4)

Kat CAB trojkata prostokatnego ACB ma miar¢ 30°. Pole kwadratu DEFG wpisanego w ten
trojkat (zobacz rysunek) jest rowne 4. Oblicz pole trojkata ACB.

B

F

E
G
30°
C D A
Uzycie i tworzenie strategii Wykorzystanie witasnosci figur podobnych w zadaniach
(IV.7.b)

| Sposdéb rozwiazania
Niech a oznacza dtugos¢ boku kwadratu DEFG. Zatem a=2.
Trojkat ADE to ,,polowa trdjkata rownobocznego” o boku AD 1 wysoko$ci AE, wigc

|ADZ|*E:4‘2/§:2\/§.

|AD|=2a=4 oraz |AE|=

Trojkat GBF to ,,polowa trojkata rownobocznego” o boku BG i wysokosci FG, wigc

|BG| = 2|BF| oraz |FG|:@ 8
IBG|\V3 4 1 1 4 2
Zt 2= B =— BF = — B =—— = —,
atem 5 , wige |BG| 3 oraz |BF| 2| G| NN

Trojkat ACB jest ,,potows trojkata rownobocznego™ o boku AB. Obliczamy
|AB| =|AE|+|EF|+|BF| =2J§+2+i=2J§+2+§J—:gJ§+2 .

V3
Pole trojkata ACB jest wigc rowne

1 |AB['\3 3(8 * 3(64 32 19
PACB_2 R 8(3\/§+2j = 8(3+3\/§+4)_6\/§+4.
Uwaga

Podany sposob rozwigzania polega na rozwigzaniu trojkatow prostokatnych ADE i BGF. Tak
samo mozemy postapi¢ rozwigzujac inng parg trojkatow prostokatnych: ADE i DCG lub DCG
i BGF.

Schemat oceniania I sposobu rozwiazania

Rozwiazanie, w ktorym postep jest niewielki, ale konieczny na drodze do pelnego
FOZWIAZAMIA ..ottt bttt b e et b e et be e ne e 1 pkt
Zdajacy obliczy dtugos$¢ boku kwadratu: 2.
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Rozwigzanie, w kKtorym jest istotny POSteP ..........ccoovvviiiiiiiiiiiiiii e 2 pkt
Zdajacy skorzysta z whasnosci trojkata 30°, 60°, 90° albo z funkcji trygonometrycznych

_4
-7

| poprawnie obliczy dlugo$¢ jednego z odcinkow: |AD| =4, |AE| = 2\/§ , |BG|

F| = 5. [cD|=. [ca]-

Pokonanie zasadniczych trudnosci zadania....................ccooci i, 3 pkt
Zdajacy poprawnie obliczy dlugos¢ jednego z bokow trojkata ACB:

AB =§\/§+2 lub |BC|= % 11 Iub |AC ~3+4.
3

N

Rozwigzanie Pelne ................coooiiiiiiii s 4 pkt
Zdajacy obliczy pole trojkata ACB: P, = %\E +4.

Uwaga
Jezeli zdajacy zapisze wynik w innej, rtOwnowaznej postaci, to otrzymuje 4 punkty, np.:

Acsf(sf 2j, s =5 (44 I)( IJ

I1 sposéb rozwiazania
Niech a oznacza dtugo$¢ boku kwadratu DEFG. Zatem a=2.

Trojkat ADE to ,,polowa trdjkata rownobocznego” o boku AD, wigc |AD| =2a=4. Zatem

pole tego trojkata jest rowne

AD| 2

ADE:1'| |\/§:4\/§:2\/§.
2 4 8

Trojkat GBF to takze ,,potowa trojkata rownobocznego” o boku BG, wigc |BG| = 2| BF|

BG|\/_
2

Zatem 2= |

¢c |BG|= Pole trojkata GBF jest wiec rowne

\/5 2
:l,|BG|2\/§=(\4Ej \/523\/5_

P
B2 4 8 3
Trojkat DGC rowniez jest ,,potowa trojkata rownobocznego” o boku DG. Poniewaz
|DG| =a =2, wiec pole tego trojkata jest rowne

n _1|06[\3_22\3_\B

e g 2

Obliczamy pole trojkata ACB
2 3 19
Pace = ADE+PGBF+PDCG+PDEFG:2J§+§J§+§+4 6 \/§ 4.

Schemat oceniania Il sposobu rozwiazania

Rozwigzanie, w ktorym postep jest niewielki, ale konieczny na drodze do pelnego
FOZWIAZAMIA ..ottt 1 pkt
Zdajacy obliczy dtugos$¢ boku kwadratu: 2.
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Rozwiazanie, w ktorym jest iStotny POStEP ...........ccoooviiiiiiiiiiii 2 pkt
Zdajacy obliczy pole jednego z trojkatow ADE, GBF, DCG:

2 V3
Paoe :2‘/5’ Poer =§\/§, Poce ==

2
Pokonanie zasadniczych trudnosci zadania.................ccocoooviiiiiiiiiiin 3 pkt
Zdajacy obliczy pole kazdego z trojkatow ADE, GBF, DCG:
2 V3
Paoe :2‘/5’ Posr =§\/§, Poce :7'
Rozwigzanie Pelne ................coooiiiiiii s 4 pkt

Zdajacy obliczy pole trojkata ACB: P, = % J3+4.

I11 sposéb rozwiazania
Niech a oznacza dtugos¢ boku kwadratu DEFG. Zatem a =2. Zauwazmy, ze trojkat ACB jest
podobny do trojkata DCG

B
E N
E
G
30°
C D A

Trojkat DCG to ,,potowa trojkata rownobocznego” o boku DG diugosci 2, wigce jego pole jest

rowne
1 DG V3 223 3
PDCG =5 = =
2 4 8 2
Wysokos$¢ CM tego trdjkata obliczymy wykorzystujac wzor na jego pole

1 1
Pocs :§'|DGHCM|:§'2|CM|:|CM| '

wige [CM|= ? Zatem wysoko$¢ CN trojkata ACB opuszczona na AB jest rowna

B3

[ON|=feM ]+ M| == +2.

Skala podobienstwa trojkata ACB do trojkata DCG jest wiec rowna

3 2
oN|_ 3% a4
CY NN
2
Poniewaz stosunek pol figur podobnych rowny jest kwadratowi skali ich podobienstwa, wigc

P 8 16 19 8

2
4
AR 11+ — | =l+=+—="+—.
Poco [ «/§j B3 3 B
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Egzamin maturalny z matematyki
Kryteria oceniania odpowiedzi — poziom podstawowy

Stad i z obliczonego wcze$niej pola trojkata DCG otrzymujemy

19 8 19 8 )43 19
Pwo=| —+—=|Pye=| —+—= |—=—+3+4.
ACB (3 \/§] DCG (3 \/5] 2 6\/_

Schemat oceniania 11 sposobu rozwiazania

Rozwiazanie, w ktorym postep jest niewielki, ale konieczny na drodze do pelnego
02 V2. 1) SR 1 pkt
Zdajacy obliczy dtugos$¢ boku kwadratu: 2.

Rozwiazanie, w ktorym jest iStotny POStEP ...........ccoooviiiiiiiiiiiii 2 pkt
Zdajacy obliczy pole jednego z trojkatow ADE, GFB, DCG:

2 V3
Paoe :2‘/5’ Poer =§\/§, Pocs :7'

Pokonanie zasadniczych trudnosci zadania....................ccooociiiii 3 pkt
Zdajacy obliczy skale podobienstwa trojkata ACB do jednego z trojkatow ADE, GFB, DCG
| wykorzysta twierdzenie o stosunku poél figur podobnych, np.:

2
IoN| _,, 4 m{l 4 j |
CM[ " {3 Py
ROZWIQZANIe PEINE ...t 4 pkt

Zdajacy obliczy pole trojkata ACB: P, = % J3+4.

wiecej arkuszy na matematyzm.pl



